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EINLEITUNG

Urspriingliches Ziel dieser Arbeit war es, eine mdglichst einfache
funktorielle Beschreibung des Zusammenhangs zwischen der klassischen
universellen Algebra und ihren kategoriellen Darstellungsformen zu geben
sowie die Eigenschaften der auftretenden Algebrenkategorien, insbesondere
die Frage nach der Existenz von Bildzerlegungen, Colimites und freien
Algebren bei beliebiger Grundkategorie, zu untersuchen. Die Bearbeitung
dieser Probleme hat dann recht bald zu sllgemeineren Untersuchungen und
Begriffsbildungen gefiihrt, deren Ergebnisse keineswegs mehr nur zur An-

wendung auf Kategorien gewisser algebraischer Objekte geeignet sind.

Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchungen ist der Begriff der
(lokalen) Bildzerlegung relativ zu einem vorgegebenen Funktor, der als
gemeinsame Verallgemeinerung der Bildfaktorisierung in einer Kategorie
und ded Begriffs des adjungierten Funktors konzipiert ist und deren

engen Zusammenhang deutlich machen soll. Er umfaBt im einzelnen

(1) aie auf Isbell und Kennison zuriickgehenden Bikategorie-Strukturen,
also die von zahlreichen Autoren behandelten Bildzerlegungen in
Kategorien (vgl. z.B. [20], [30_], [38], [39], [B1], [142J, D*3],
55, [6o), [62], [63), 6], Bo),

(II) die bvesonders von Herrlich ([32], [33]) und Freyd - Kelly [?OJ
verwendeten Faktorisierungen von Kegeln in Kategorien,

(III) die ebenfalls von Herrlich [?6] behandelten "(Generating, Extremal-
Mono)"- und "(Extremal Generating, Mono)"-Fektorisierungen, bei

denen erstmals ein allgemeiner Funktor als Parameter auftritt,
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(IV) die von Kaput [hq eingefiihrte lokale Linksadjungierbarkeit eines
Funktors und damit insbesondere die durch einen Funktor mit Links-—
adjungiertem induzierte Faktorisierbarkeit iiber die Adjunktions-
einheit,

Die relativen Bildzerlegungen erweisen sich als geeignete Grundlage

zur gemeinsamen Untersuchung von Bildern in Kategorien, deren Liftung

léngs Funktoren sowie in Verbindung mit Freyds "Adjoint Functor Theorem"

zum Existenznachweis adjungierter Funktoren und speziell von Colimites
in Kategorien,

Bevorzugte Anwendungskategorien fiir die allgemeine Theorie sind in
dieser Arbeit alle konkreten Kategorien, deren VergiBfunktor in die
Mengen sich als Kompositum "algebraischer" und "topologischer" Funktoren
sowie von Inklusionsfunktoren gewisser reflexiver und coreflexiver Unter-—
kategorien ergibt, Dabei wird jedoch nur selten auf die Grundkategorie
"Mengen" zuriickgegriffen, sondern fiir jeden Typ der genannten Funktoren
die Frage der Liftbarkeit von Bildern, Colimites und - sofern es sich
um den VergiBfunktor einer Algebrenkategorie handelt ~ freien Algebren
allgemein untersucht, um die entstehenden Sitze anschlieBend baukasten-
méBig zusammenzusetzen. Aus Homogenitatsgriinden sind dabei ganz bewuBt
auc§ viele wohlbekannte oder nur geringfiigig verénderte Siétze mitaufge-
nommen worden,

So werden in Kap.I zunéchst kurz die beiden Typen "algebraischer"
und "topologischer" Funktoren bereitgestellt, die im folgenden immer
wieder aﬁftreten werden, némlich monadische Funktoren und Top-Kategorien.
Der Vorteil des Begriffs der Monade (= Tripel, Standardkonstruktion),
der erstmals bei Godement [22] auftritt und dessen Bedeutung zur Be-

schreibung algebraischer Objekte liber einer Kategorie durch die Arbeit

von Eilenberg und Moore ([151, 1965) aufgezeigt wurde, besteht im engen
Zusammenhang zum Adjunktionsbegriff, der von Pumpliin [58] funktoriell
beschrieben wurde und hier als "globale Struktur-Semantik-Adjunktion”
gedeutet wird (vgl., (1.14)), Angenehm fir konkrete Anwendungen erwies
sich die Konstruktion von Eilenberg-Moore durch Becks Charakterisierungs-—
satz [6], der in dieser Arbeit in der eleganteren Formulierung von Pare
[52] benutzt wird. Entsprechende Untersuchungen konstruktiver oder
axiomatischer Art erfolgten fiir "topologische" Funktoren erst ab 1970
und fanden ihren Niederschlag in Arbeiten von Wyler [82], Wischnewsky
[75], Hoffmann [36], Herrlich [33] und einigen anderen Autoren, Die hier

bendtigten Begriffe des (beziiglich eines Funktors) initialen und finalen

Morphismus oder Kegels, der (Co-)Faserung und der Top-Kategorie (= Initial-

strukturkategorie) werden in §2 zusammen mit einigen vergleichenden Be-
trachtungen eingefiihrt.

Zur Untersuchung der in Kap.II behandelten Bildzerlegungen relativ
zu einem Funktor und einer Morphismenklasse werden zunéchst die Eigen-
schaften der bei solchen Zerlegungen auftretenden und durch eine Galois-—
korrespondenz verbundenen Morphismenklassen aufgefiihrt (§3), die im
Spezialfall des identischen Funktors mit dén von Pumpliin [59] und Ringel
[621 beschriebenen Eigenschaften ilibereinstimmen. §4 stellt die Verbin-
dungen zwischen den relativen Bildzerlegungen, der (lokalen) Adjungier-
barkeit und den Bildzerlegungen in Kategorien her. Insbesondere wird
die Frage beantwortet, unter welchen Bedingungen Kaputs lokale Adjunk-
tionen mit den {iblichen fibereinstimmen (vgl. (4.8)). Die beiden in §5
bewiesenen Existenzsdtze (vgl. (5.1) und (5.4)) schlieBen die entspre-
chenden Untersuchungen von Herrlich ([26], [28]) ein und gestatten ins-
besondere ein Existenzkriterium fiir lokale Adjungierbarkeit. Kegel-

faktorisierungen werden aus Bildzerlegungen in Kategorien hergeleitet.
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In Verbindung mit dem Adjoint Functor Theorem werden in Kap.III mit
Hilfe der relativen Bildzerlegungen Adjungierte und Colimits konstruiert,
wobei als weiteres Hilfsmittel eine verallgemeinerte Version des Satzes
von Dubuc [10] {iber adjungierte Dreiecke bewiesen wird (vgl. (6.6)), die
insbesondere einen recht einfachen Beweis fiir entsprechende Sitze aus
K1] ermbglicht. §7 enthdlt neben einem stark vereinfachten Beweis fiir
eine verallgemeinerte Version des Lintonschen Covollsténdigkeitssatzes
fir monadische Kategorien (vgl. (7.4)), einen allgemeinen Liftungssatz
fir Colimites (vg. (7.1)) sowie einen "inneren" Existenzsatz filr Colimites
(vel. (7.9)).

Kap.IV behandelt den zweiten wichtigen Spezialfall der relativen Bild-
zerlegungen und beschéftigt sich mit Bildern in Kategorien und deren Er-
zeugung {Liftung) durch Funktoren. Nachdem in §8 die Erzeugung allgemeiner
Bildzerlegungen lings monadischer und topologischer Funktoren sowie der
Inklusionsfunktoren (co-)reflexiver Unterkategorien dargestellt ist,
werden in §9 Existenz und Erzeugung reguldrer Bilder behandelt und ein
allgemeiner Liftungssatz fiir regulére Bilder bewiesen (vgl. (9.12)),
Dieser wird zu einer Charakterisierung der regulér-epireflexiven Unter-—
kategorien monadischer Kategorien benutzt (vegl. (10.9)), die zeigt, daB
die Axiome der algebraischen Kategorien im Sinne von Herrlich [27] nicht
an die Kategorie der Mengen gebunden sind. Als Ergénzung werden unter
schwachen Voraussetzungen, die insbesondere in den algebraischen Kate-
gorien im Sinne von Herrlich erfiillt sind, die Isomorphiesdtze der Algebra
(Homomorphiesatz, 1. und 2. Noetherscher Isomorphiesatz) und das Lemma
von Zassenhaus (vgl. (11.9)) bewiesen.

Kap.V wendet sich dem urspriinglichen Ziel der Arbeit zu und beschreibt
in §12 zunéchst mit Hilfe von Adjunktionen den Zusammenhang zwischen den

Typen gleichungsdefinierter Birkhoffscher Algebren, den algebraischen
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Theorien im Sinne von Lawvere 1}5] und Linton 96] und den Monaden iiber
der Kategorie der Mengen. Als Hilfsmittel wird dabei eine Adjunktion
"Erveiterung des Stellenzahlbereiches" benutzt (vgl.(12.6)), die durch
eine Pushoutbedingung charakterisiert ist und bei Rangbetrachtungen
niitzlich erscheint. AuBerdem wird v3llig analog zur Vorgehensweise in

der kommutativen Algebra das Tensorprodukt algebraischer Theorien ein-
gefihrt (vgl.(12.11)), das ebenfalls durch eine Pushoutbedingung bestimmt
ist. In §13 wird gezeigt, daB alle diese Konstruktionen vertréglich sind
mit dem Ubergang zur zugehdrigen Algebrenkategorie und somit insbesondere
Gleichungstypen, algebraische Theorien und Monaden {iber den Mengen
"semantisch dquivalent” sind. Es bedeutet daher keine Einschrénkung der
Allgemeinheit, daB fiir den Rest der Arbeit nur noch Algebrenkategorien

zu algebraischen Theorien betrachtet werden, zumal keine Rangbeschrén-
kung vorliegt. Nachdem in §13 alle interessierenden Existenzkriterien fiir
Bilder, Limites und Colimites in derartigen Algebrenkategorien zusammen-—
gestellt sind (vgl.(13.5)), kommt es in §§14,15 darauf an, die {iber den
Mengen als existent nachgewiesenen freien Algebren fiir eine mdglichst
groBe Klasse von Funktoren zu liften, wobei aber auf die Mengen nicht
mehr Bezug genommen wird. So werden in §14 insbesondere die Untersuchungen
von Ertel [16] auf den Fall einer beliebigen Grundkategorie iibertragen
(vgl.(14.9)), ohne daB dabei der von Ertel betrachtete Fall der "Stetig-
keit in gewissen Variablenfamilien” beibehalten wird, was freilich nicht
mit prinzipiellen Schwierigkeiten verbunden wire. Der in §15 abschlieBend
beviesene allgemeine Liftungssatz fiir freie Algebren erweitert den Bereich
der zuléssigen Basiskategorien iiber die in §1b behandelten Kategorien
hinaus und hat gegeniiber dem Existenzsatz von Freyd - Kelly [20] den

Vorteil, daB keine Rangbeschrinkung vorliegt.
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In einem Anhang werden noch einige Bildzerlegungen in der (Meta-)Kategorie
aller Kategorien dargestellt und somit einige Funktortypen kategoriell
charakterisiert, AuBerdem wird auf sehr einfache Weise ein konstruktiver
Bewels fiir die Existenz von Coegalisatoren in der Kategorie der Kategorien
gefiihrt (vgl. (A.7)), der als Ergénzung zu den Existenzsdtzen aus §7 ge-
dacht ist.

Besondere mengentheoretische Voraussetzungen werden in dieser Arbeit
nicht getroffen. Wemn an einigen Stellen der Rahmen der klassischen
Mengenlehre durch Bildung von "Klassen von Klassen" gesprengt wird, mag
der Leser entweder auf eine solche Bildung verzichten und die betreffende
Aussage geeignet umformulieren oder Universen zur Hilfe nehmen oder son-

stige mengentheoretische Vorkehrungen seines Geschmacks treffen.

Ich méchte es hier nicht versdumen, meinem Lehrer, Herrn Professor
Pumpliin, ganz herzlich fiir die intensive Betreuung der Arbeit, seine
Hilfsbereitschaft und sein Interesse zu danken. Auf Fortgang und Ge-
staltung der Arbeit hatten seine Hinweise den entscheidenden Einflu8.
Fiir wertvolle Anregungen bin ich auBerdem Herrn Professor Wyler und

Herrn Dr. Wischnewsky zu Dank verpflichtet.

Miinster (Westfalen), im Marz 197k .
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0. Bezeichnungsweisen und Terminologie

{0.1) Im folgenden bezeichnet K, evtl. indiziert, stets eine Kategorie.
K* ist die zu K duale Kategorie. Funktoren werden, wenn nichts anderes
gesagt ist, als covariant vorausgesetzt. Die Identitdt auf einem Objekt
in einer Kategorie wird immer mit dem Objekt selbst identifiziert, so
da8 insbesondere unter K auch der identische Funktor auf K oder unter F
auch der identische Morphismus von Funktoren auf F zu verstehen ist.
ObK bezeichnet die Klasse der Objekte in K, K(A,B) fiir A,Be ObK die
Klasse aller Morphismen f: A—* B in K, die der Einfachheit halber stets

als klein vorausgesetzt wird, und Ber(f) := A ist der Bereich van f,

Cob(f) := B der Cobereich. Folgende Teilklassen von K sind von Interesse:

Mono(K) : Monomorphismen

Ext-Mono(K) : extreme Monomorphismen ( s.z.Bsp. [26])
Reg-Mono(K) : regulire Monomorphismen ( s.z.Bsp. [21])
Egal(K) : Egalisatoren ( =Differenzkerne)
Co-Retr(K) : Coretraktionen ( =Schnitte)

Die dualen Klassen heiBen Epi(K), Ext—Epi(K), Reg-Epi(K), Co-Egal(K) und

Retr(K). AuBSerdem sei Iso(K) := Retr(K)n Co-Retr(K).

(0.2) Eine Teilklesse X¢K heiBt stark universell (in K}, wenn fiir jedes

verallgemeinerte Pullback (pi)i I einer nicht-leeren Familie (xi)iiI

von K-Morphismen mit gemeinsamem Cobereich aus x; € X, i GI—{iJ, schon

P; € X folgt. Folgt aus x; € X, ieI, auch p := xipiGX , 80 heiBt X
°

SRS



-2 - §o

abgeschlossen gegen verallgemeinerte Pullbacks, Bei Beschrankung auf

|1] = 2 ergeben sich die Begriffe universell bzw. abgeschlossen gegen
Pullbacks, K hat verallgemeinerte X-Pullbacks, wenn fiir jede Familie
)

(x von X-Morphismen mit gemeinsamem Cobereich ein Pullback (Pi)iel

i'iel
mit p := %P, € X existiert, und K hat X-Urbilder, wenn fiir alle x ¢ X

und fe K mit demselben Cobereich ein Pullback

(0.2.1) ' x'l lx

mit x'¢ X existiert.

(0.3) Mit <P,,P.> wird die durch P;: K——> K, i=0,1, induzierte
Kommakategorie bezeichnet: Objekte sind Tripel (Ao,f,A1) mit f: PO(AO)
e PI(AI)’ und einem Morphismus (uo,u1): (Ao,f,A1) —_ (Bo,g,B1)
liegen Morphismen u, A,':—) Bi’ i=0,1, mit P1(u1)f =g Po(uo) zugrunde.
Gk —— . .

Fir G: K1 Ko und Ag ObKo setzt man <A°,G> 1= <A(A°),G> mit dem

trivialen Funktor A(Ao): 1 :={0} —)KO, A(Ao)(O) = Ao. Die Elemente in

Mor(G) := \__/ 0b<A°,G>

Aoe ObKO

heiBen G-Morphismen; statt (Ao,fo,A1)e Mor(G) wird einfach (fo,A.I)eMor(G)
oder f : Ao—)G(A,I) in K geschrieben.

Mor(G) enthélt die Teilklasse Epi(G) der G-Epimorphismen (fo,A1), fir

die aus G(x,l) £, = G(y1) £, Ber(x1) =A = Ber('y1), stets x, =y,
folgt, Ist Eoc Mor(G) eine Teilklasse, so betrachtet man fiir Aoe ObKo

die volle Unterkategorie <A°,E°> von <A°,G>, deren Objekte zu Eo ge-
héren, Besitzt <A°,E°> fiir alle Aoe ObKo ein Skelett mit kleiner Objekt-
klasse, so heiBt G Eo-coklein.

Fir G = K1 = Ko =: K werden fiir MCK und A € ObK dual auch die Kategorien
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<M,A> betrachtet. Im Falle M < Mono(K) heiBen dort Infima M-Durchschnitte
und Suprema M-Vereinigungen. Letztere heiflen epimorph, wenn der durch
eine M-Vereinigung gegebene diskrete Cokegel ein AI-Epimorphismus ist
( AI: K—— [I,K] kanonische Einbettung, I diskret ). Fir Ec Epi(K )

spricht man dual von E-Codurchschnitten und (monomorphen) E-Covereini-

gungen.

(0.4) Fir MOC Ko heiBt G: K1_—> Ko (schwach) Mo-abggschlossen oder
(schwach) abgeschlossen gegen Mo-Morphismen, wenn fiir alle m A°_>G(B1)
in M, B e ObK,, ein A, €ObK, mit G(A,) = A (G(A) T A ) existiert.
Eine Unterkategorie K1CK° heigt (schwach) Mo—abgeschlossen, wenn der
Inklusionsfunktor (schwach) Mo—abgeachlossen ist. Dual: (Schwach) Eo—
coabgeschlossen.

Ist noch eine Teilklasse M.Ic K1 gegeben, so sagt man, daB G (identitiv)

MI-Mo_IIhismen aus Mo—Mox:thsmen erzeugt, wenn fiir alle m: Ao—) G(B1)

in M_einm: A—> B, in M, mit 6(m)) ¥ m_(G(m) =m) in «K_,G(B,)>
gilt. In diesem Fall ist G natiirlich schwach Mo—abgeschlossen (Mo-abge—
schlossen), Fir M; = Mono(Ki), i=0,1, sagt man einfach, daB G (identitiv)
Monomorphismen erzeugt; entsprechend fiir regulire Monomorphismen und
Isomorphismen. ( Funktoren, die identitiv Isomorphismen erzeugen, heiflen

auch transportierbar.)

(Oi) Hat K flir eine kleine Kategorie D 'alle p-Limites, so heit K 07—
vollstin&ig (dual: P-covollsténdig). K heiBt (endlich) vollstdndig, wenn
K fiir alle kleinen (endlichen)p P -vollstandig ist, und man sagt, K hat
Produkte, wenn K fiir alle kleinen, diskreten P P-vollstindig ist. Dabei
ist stets D = @ zugelassen, so daB eine vollsténdige Kategorie oder eine
Kategorie mit Produkten stets ein Endobjekt besitzt. Einen (p-)Limites-

erhaltenden Funktor nennt man auch (D-)stetig (dual: (D-)costetig).




Insbesondere erhalten {Produkt-)stetige Funktoren Endobjekte.

Eine Teilklasse X< K heiBt abgeschlossen gegen D-Limites, wenn gilt: Ist
ein Morphismus von Funktoren ¢: Fo—) F1 mit FO,F1: D —— K punkt-
weise in X und ist ()\i,Li) Limes zu Fi’ i=0,1, so ist auch der durch
AA(£) = ¢X, bestimmte Morphismus f: L—> L, in X (A: K—— [2,K]
kanonische Einbettung in die Funktorkategorie). Gilt das fiir alle {end-

lichen) diskreten D, so heiBt X abgeschlossen gegen (endliche) Produkte.

(0.6) D sei ein kleine Kategorie. G: Ki— K erzeugt D-Limites
(dual: D-Colimites), wemnn fiir jedes F: 0 —— K1 und jeden Limes ()\O,Lo)
von GeF ein Kegel )\1: A1(L1)——)F existiert, so daB gilt:
(1) (6°1,,6(1)) z (A_,L,) in der Komnakategorie <A ,G F>,
(2) (X1,L1) ist ein Limes von F.
G erzeugt identitiv D-Limites, wenn man (1) durch (1') ersetzen kenn:
(1) (G°>\1 ,G(L1)) = ()‘o’Lo)'
G erzeugt D-Limites exakt (eindeutig), wenn G identitiv D-Limites erzeugt
und (7\1,L1) durch {(1') wnd (2) (durch (1')) eindeutig bestimmt wird.1 Die
Vorsilbe D wird bei Quantifizierung {iber alle Dweggelassen. .
Man stellt sofort die folgenden einfachen Eigenschaften fest: Ist K1 (p-)
vollsténdig und G (D-)stetig, so erzeugt G (D-)Limites. Ist Ko (D-) voll-
stdndig und erzeugt G (D-)Limites, so ist K1 (D-)vollsténdig und G (D-)
stetig. G erzeugt genau dann eindeutig (D-)Limites, wenn G exakt (D-)Li-
mites erzeugt und (D-)Limites reflektiert. Erzeugt G (D-)Limites und
identitiv Isomorphismen, so erzeugt G identitiv (D-)Limites.
Erzeugt die Inklusion einer vollen Unterkategorie K' von K (identitiv)

Produkte, so heit k' schwach Produkt-abgeschlossen (Produkt-abgeschlos-

sen) in (.

1"Erzeugt. eindeutig" wird in [66] mit "erschafft" und in [9]mit "erzeugt"
bezeichnet, :

I. MONADEN UND TOP-KATEGORIEN

1. Monaden und Adjunktionen - Struktur und Semantik

(1.1) Eine Adjunktion ist ein Quadrupel (F,6,e,n) mit einem Funktor G:
K1—> Ko, dessen Linksadjungiertem F: Ko% K1, der Einheit n: K°—>
GeF und der Coeinheit €: FeG — K1, die die Gleichungen

{Gee)(neG) = G , {€eF){Fen) = F
erfiillen.

Morphismen von Adjunktionen filhrt man mit Hilfe des folgenden Lemmas

ein (vgl. [57], [69], [80]):

(1.2) LEMMA: (F,G,e,n), (F',G',e',n') seien Adjunktionen mit G: K,— Ky»
G': K; —DKé. Ki: Ki———) K]!_, i=0,1, seien Funktoren und y: KooG —’G'°K1,

u: F'eK —> K oF Morphismen von Funktoren. Dann sind folgende Glei-
o

1

chungen dquivalent:

(1) (YeF)Kpem) = (Gl w)(n'eK ) K, g2 K,

(ii) (e%K ) (F%Y) = (K, o€)(peG) <
(1.2.1) Kile... )
(iii) p = (E'aK1°F)(F'oY'F)(F'°K°° n) E

» H '
(iv) y = (6K 0e)(GlopeG) (Ko G) Ky gmimmrm o2 K,
Insbesondere bestimmen sich Y und 1 gegenseitig eindeutig,

Ist eine der Aquivalenten Bedingungen (1.2.1) erfilllt, so ist dadurch

ein Morphismus (KO,K1 Y (F,6,e,n)— (F',G' &' ,0") definiert,
vobei man die offensichtliche (vertikale) Komposition einfiihrt. Auf

diese Weise erhidlt man (unter mengentheoretischen Vorsichtsma@nahmen)

die Kategorie Adj der Adjunktionen, die bei Hinzunehme der offensicht-
lichen horizontalen Komposition sogar die Struktur einer strikten Doppel-

kategorie trdgt (vel.z.Bsp. [60] ). Adj enthdlt die objektgleichen Unter-
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kategorien Adjo bzv. Adj", die nur aus solchen Morphismen bestehen, fiir
die U bzw, y die Identitdt ist. Fiir jede Kategorie K hat man eine Unter-—
kategorie Adji(K) cAdji, deren Morphismen gerade die Forderung Ko = K

in (1.2) erfiillen, i=0,1.

(1.3) Jede Adjunktion (F,G,e,n) induziert eine Monade t:= (T,n,u) :=
(GsF, n, GeeeF) iiber Ko’ die durch die Gleichungen

u(neT) = u(Ten) = T , u(ueT) = p(Teu)
charakterisiert wird. Sind t= (T,n,u) bazw. t'= (T*,n',u') Monaden iber

K bzw, K' , so liegt einem Morphismus von Monaden (K,T): t —> t' ein

Funktor K: K —— K' und ein Morphismus von Funktoren T: KeT ——> T'K

zugrunde, so daB gilt:

K —T—,\K
(1) t(Ken) = n'eK
(1.3.1) K K
(2) t(Ken) = (u'=K)(T'eT)(TT) T
K' T' (; 1

Durch Einfilhrung einer (vertikalen) Komposition erhdlt man (bei geeig-
neter Mengenlehre) eine Kategorie Mono, derart da8 die oben beschrie-
bene Zuordnung einen Funktor

R : Adjo — Mono
induziert. Indem man die Richtung von T umkehrt und die Vertrdglichkeits-
bedingungen (1.3.1) entsprechend modifiziert, kann man ebenso eine Kate-
gorie Mon1 und einen Funktor

R,: Adj1 —> Mon,,
definieren, Betrachtet man nur Monaden iiber der festen Kategorie K und
Morphismen von Monaden mit K = K, so erhdlt man die Unterkategorie Mon(K)
C Mono. Mon(K)* ist als Unterkategorie von Mlm.I aufzufassen. Durch Ein-
schriankung ergeben sich Funktoren KRy Adjo(K) —> Mon(K) wund Rq

Adj | (K) ——> Mon(K)*.
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(1.4) Zu jeder Monade t = (T, n,u) fber K definiert man die Eilenberg-
Moore-Kategorie K tiber K: Objekte sind die t-Algebren (A,a) mit Ae ObK ,
aeK(T(A),A), an(A) = A und ap(A) = aT(a), und einem t-Homomorphi smus

f: (A,8) —> (B,b) liegt ein K-Morphismus f: A — B mit fa = vT(f)
zugrunde. Der vergeBliche Funktor Gt: Kt — K hat einen Linksadjun-
gierten Ft mit Einheit n und Coeinheit et, derart daB die zugehorige
Adjunktion die Monade t induziert. Diese wird durch folgende universelle

Eigenschaft charakterisiert (vgl. [58], [66] ., [61], [10]):

(1.5) PROPOSITION: (F,G,e,n) sei eine Adjunktion wie in (1.1) wmd t =
(T,nt ,i) eine Monade iiber K. Dann existiert zu einem Morphismus (Ko,‘r):

. t .
R1(F,G,e,n) —>t in Mon1 genau ein Funktor K,: K, —— K" mit

t
(1.5.1) Gt-K1 = KoG wd 1= Gev .

Dabei ist v der eindeutig bestimmte Morphismus von Funktoren, derart daB
(KO,K1 ,v,ct K, Y2 (F,G,e4n) — (Ft ,Gt ,et ,nt) ein Morphismus von Adjunk-
tionen ist. Wenn insbesondere (Ko,‘r) = (K,T) die Identitdt auf t ist, so
ist (1.5.1) gleichwertig mit

t Ft

G °K1 =G und K1°F =

Es ist dann v = Ft und etn K1 = K1° €. K1 heiBt (semantischer) Vergleichs-

funktor.

(1.6) Die Charakterisierung (1.5) filart zu einer vollen, reflexiven Ein-

bettung .
E,: Mon, — Adj,

mit dem Reflektor R,, ReE, = Mon, (val. [58] , [10], [81]). Insbesondere
hat man fiir jede Kategorie K eine volle, reflexive Einbettung KE1:

Mon(K)* —> Adj (K) mit dem Reflektor ,R, (ve1.[66]).

(1.7) Man nennt einen Funktor G: K1 —_— Ko monadisch (schwach monadisch;
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priamonadisch), wenn G einen Linksadjungierten besitzt, derart daB der
Vergleichsfunktor K: K1 —_— Kz (t ist die induzierte Monade) ein Iso-
morphismus (eine Aquivalenz; treu und voll) ist. Auf prémonadische
Funktoren wird in § 10 noch ndher eingegangen. Fiir (schwach) monadische

Funktoren hat man folgende Charskterisierung:

(1.8) THEOREM (Beck - Parg, vgl. [6], [u], [52]): o©: K, —>K
besitze einen Linksadjungierten. Dann ist G genau denn schwach monadisch,
wenn K1 Coegalisatoren G-absoluter Paare besitzt und G sie erhdlt und
reflektiert, und genau dann monadisch, wenn G Coegalisatoren G-absoluter

Paare eindeutig erzeugt.

Dabei heifit ein Morphismenpaar A1 %31 in K1 G—ébsolut, wenn das
Paar (G(f1),G(g1)) einen Coegalisator Yin Ko besitzt, der von jedem
Funktor mit Bereich K0 erhalten wird.

Mit Hilfe dieses Kriteriums beweist man beispielsweise leicht die Mo-
nadizitédt des VergiBfunktors einer Kategorie von universellen Algebren

nach Me oder Top (vgl. Kap.V), von Comp — Me (vgl. [h9]), Cat —
Graph , Auto (Automaten) — Me3 (vgl. [Sh]) oder des Inklusionsfunktors

einer vollen, Iso-abgeschlossenen, reflexiven Unterkategorie (vgl. [55] N
[70]; schwache Monadizitat liegt vor, wenn die Unterkategorie nicht Iso-

abgeschlossen ist), Oftmals sind fiir einen Funktor G die Eigenschaft der

eindeutigen Erzeugung von Coegalisatoren G-absoluter Paare sowie weitere,

fiir monadische Funktoren typische Eigenschaften erfiillt, die Existenz
eines Linksadjungierten jedoch nicht gesichert. Ein Beispiel hierfir ist
der VergiBfunktor

Mon(K) —> [K.K] ,

der eindeutig Limites und Coegalisatoren V-absoluter Paare erzeugt. Das

gilt allgemeiner sogar fiir den Vergififunktor der Kategorie der Monoide

fiber einer strikt monoidalen Kategorie (vgl. [h9]). Ein weiteres Bei-

spiel fiir einen derartigen Funktor ist fir alle Be 0bK der VergiBfunktor
<B K> — K .

Die Existenz eines Linksadjungierten wird hier allerdings bereits durch

die Existenz endlicher Coprodukte in K gesichert.

(1.9) Monadische Funktoren erzeugen eindeutig Limites (vgl.z.B. [66]).
Ist G: K1 e Ko schwach monadisch und hat K1 Coegalisatoren, so
ist K1 D-covollsténdig, wenn Ko es ist. Insbesondere ist dann K1 co-
vollsténdig, wenn K0 Coprodukte besitzt. Diese Eigenschaft braucht
jedoch nicht wie in [hB] und [66] gesondert bewiesen werden, sondern

igt eine triviale Folgerung aus dem Satz von Dubuc: vgl. (T.4).

(1.10) Ist t eine Monade iiber K, so erhdlt man mit Hilfe des sogenannten
vollen Bildes des Linksadjungierten o K — Kb aie Kleigli-Kategorie
Kt mit dem vergeBlichen Funktor G, : Kt —> K, dessen Linksadjungiertem
Fy, der Einheit n und der Coeinheit €, die wiederum die Monade t indu-
zieren. Ft ist ein Clone, d.h. bijektiv auf den Objekten., Diese Eigen-
schaft bestimmt die Adjunktion (Ft ’Gt €y ,n) eindeutig bis auf Isomorphie

(val. [51], [58]. [661, [67], [10]):

(1.11) PROPOSITION: (F,G,e,n) und (F',6',c',n') seien Adjunktionen wie

in (1.2), wobei F ein Clone sei. Dann existiert zu einem Morphismus
(Ko.'r): te= (Tyn,u):= RO(F.G,e.n) ——)RO(F',G',e' ,n') in Mono genau
ein Funktor K,: K1 —K] mit

(1.11.1) FleK = KpoF und T = YyoF .

Dabei isty der eindeutig bestimmte Morphismus von Funktoren, derart daB

(£_,k.,K, F,Y): (F,G,e,n) — (F',G’ ,E',N') ein Morphismus von
o' 1" 1
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Adjunktionen ist. K1 ist treu, falls Ko treu und T punktweise Monomor-
phismus ist, und K1 ist voll, falls Ko voll und T punktweise Retraktion

ist.

Ist insbesondere (Ko,‘r) (KO,T) die Identitét auf t, so ist (1.11.1)

gleichwertig mit

F' = K1°F und G'9K1 = G.

Dann gilt Y = G und e'aK1 = K1o€, und I(1 ist treu und voll.

(1.12) Nach (1.11) fiihrt die Kleisli-Konstruktion zu einer vollen, co-

reflexiven Einbettung
E : Mon — Adyf
o o o

mit dem Coreflektor R , ReE_=Mon_ (vel. [58], [70], [81]). Speziell
hat man fiir jede Kategorie K eine volle, coreflexive Einbettung KEo:

Mon(K) — Adjo(K) nmit dem Coreflektor Bo (vel. [66:[).

(1.13) IMON sei die gemeinsame, objektgleiche Unterkategorie von Mono
und Mon1, die alle Morphismen (K,T) enthdlt, so daB T die Identitdt ist.
Weiter sei ADJ := Adjon Ad_{1 in Adj. Durch Einschrénkung erhdlt man

dann aus (1.6) wnd (1.12) adjungierte Funktoren

ADJ > MON —> ADJ

By By

d.h, IMON 1&Bt sich als volle, reflexive und als volle, coreflexive Un-
terkategorie von ADJ auffassen.

Die volle, Iso-abgeschlossene Hiille des Bildes von (Eo ist die volle
Unterkategorie CLONECADJ, die von den Adjunktionen (F,G,e,n) erzeugt
wird, fiir die F ein Clone ist. CLONE ist dquivalent zu (MON, Man definiert
nun die Beschrankungen &EM := €,° IRO/G!LONE und $TR := CLONE\!EO" IR1
und erhdlt unmittelbar das
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(1.14) THEOREM (Globale Struktur-Semantik-Adjunktion):

$EM: CLONE — ADJ ist ein voller und treuer Rechtsadjungierter zu $TR.

(1.15) Ca.tRAc Cat sei die objektgleiche Unterkategorie aller rechtsad- -
jungierten Funktoren, Fiir eine Kategorie K ist die Kommakategorie

<Caty, ,K> dquivalent zu Adj1(K). Clone , ¢ Cat sei die objektgleiche
Unterkategorie aller linksadjungierten Clones, Fir jedes K hat man eine
Einbettung <K,C1.onem> — Adjo(K) und eine Aquivalenz <K,C1.0m’_LA>

n Mon(K). Definiert man nun mit Hilfe des Dualitdtsfunktors w: Mon(K)
——> Mon{K)* contravariante (!) Funktoren Semy := KE1°vaRo/ <K,Cl.onem>

-1 .
und  Stry:= <K,Clonem>\kEoom ° Ry» 8o erh@lt man das

K
(1.16) THEOREM (ILokale Struktur-Semantik-Adjunktion):
SemK: <K,CIL0m’_LA
adjungierter zu StrK.

> — <CaIRA,K> ist ein voller und treuer Rechts-

72 (1.14) - (1.16) vergleiche man die Darstellung auf Seite 12.

(1.17) Linton [h?], Wyler [83] und andere haben asllgemeinere, lokale
Struktur-Semantik-Adjunktionen hergestellt, die insbesondere auf die
Existenz von Adjungierten der Clones und "Underlying functors" verzichten.
Bei Hinzunahme dieser Forderung stimmen ihre Konstruktionen mit obiger
(bis auf kanonische Isomorphien) iiberein. Die Bedeutung der obigen Konf
struktion liegt darin, daB sich aus (1.6) und {1.12) sowohl eine globale
als auch alle fiir die Anwendungen wichtigen lokalen Struktur-Semantik-
Adjunktionen ergeben, AuBerdem erkennt man, daB die Beziehung zwischen
Monaden und Adjunktionen in (1.6) wegen der Kquivalenzen CLONE ~ IMON

und  <K,CEone ,> ™ Mon(K) im Grunde bereits eine Struktur-Semantik-

Adjunktion ist.
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2. Top - Kategorien

Das Folgende ist im wesentlichen eine Zusammenstellung einiger Ergeb-
nisse von Wyler [82], Wischnewsky [75], [76], [19], Herrlich [33]una
Hoffmann [36] » die hier mit dem Ziel einer vergleichenden Betrachtung

aufgefiihrt sind.

(2.1) P: K'Y —> K gei ein Funktor.

(1) Fiir eine kleine Kategorie D heift P eine D-imitiale Uberlagerung

(vgl, [60]), wenn fiir alle Funktoren F: D —> K' der durch P induzierte
Funktor der Kommakategorien

PLi <A',F> ——> <A,PeF>

einen vollen und treuen Rechtsadjungierten hat. Das ist offenbar aqui-

valent damit, daB es zu jedem Kegel ¢: A(A) —> P+F einen Isonlorphismus
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J und einen Kegel ¢': A'(A') — F (die sogenannte P-initiale Liftung
von ¢) mit ¢A(j) = P«¢' und der folgenden Eigenschaft gibt:

Fiir alle Kegel y': A'(B') —> F und Morphismen u: P(B') ——>
(2.1.1) P(A') mit (Pe¢')A(u) = Peyp' gibt es genau ein u': B' ——
A' mit P(u') =u und $'A'(u') =y .

Im (zugelassenen) Fall D= ¢ werden¢ und ¢' allein durch A und A' bestimmt,
und (2.1.1) besagt dann, daB es zu jedem u: P(B') —— P(A') genau ein
u' : B* — A' nit P(u') = u gibt.

(2) Im Falle, daB die Coeinheit der durch P

F induzierten Adjunktion als

Identitdt gewdhlt werden kann, spricht man von einer identitiven U-
initialen Uberlagerung und identitiven P-initialen Liftungen. Wenn P
identitiv Isomorphismen erzeugt, ist eine D-initiale Uberlagerung stets
identitiv.

(3) Ist P fiir alle (diskreten) Kategorien D eine [identitive] D-initiale
Uberlagerung, so heiBt P (diskrete) [identitive] initiale Uberlagerung.
(4) Im Falle D = 1 (= einpunktige, diskrete Kategorie) spricht man statt
von einer (identitiven) 4-initialen Uberlagerung von einer (identitiven)
Faserung. P ist genau dann eine identitive Faserung, wenn P eine Faserung
ist und identitiv Isomorphismen erzeugt.

(5) Ein Kegel ¢': A'(A') — F mit der Eigenschaft (2.1.1) heiBt P-
initial, Im Falle D =3 kann ¢' als Morphismus in K' gufgefaBt werden.
Die Klagse aller P-initialen Morphismen in K' bildet eine Unterkategorie
InitP(K') von K', die Iso(K') enthdlt. InitP(K') ist (stark) universell,
wenn P (verallgemeinerte) Pullbacks erhdlt. Ist P fiir eine kleine Kate-~
gorie D D-stetig, so ist InitP(K') abgeschlossen gegen D-Limites.

(6) Den Begriff der p-initialen Uberlagerung kann man dadurch abschwichen,
da8 man nicht zu allen, sondern nur zu einer Teilklasse y von Kegeln ¢ ¢

[D .K] mit Cobereich PoF die Existenz einer (idenmtitiven) P-initialen
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Liftung ¢' verlangt . Man spricht dann von einer (ident it iven) D-init ialen
M-iiberlagerung. Haufig wihlt man fir M die Klasse der Mono-Kegel (¢ A(x)
= ¢A(y) hat x = y zur Folge) und nennt dann P eine D-init iale Mono-
Uberlagerung. Speziell kann man den Begriff der Faserung dadurch a-b—
schwéichen, daB man flir eine Teilklasse Mc K P eine (ident it ive) M-
Faserung nennt , wvenn es zu jedem f: A —> P(B') in M eine (idemt it ive)
P-init iale Lift ung f': A' ——B' gibt.

(7) Im dualen Fall spricht man von finalen Uberlagerungen, Cofaserungen
und P-finalen Cokegeln und bezeichnet mit FinP(K') die Umt erkategorie

der P-finalen Morphismen von K',

(2,2) InitP(K') und FinP(K') spielen keineswegs nur bei topologischen

Sit uet ionen eine Rolle. Zum Beispiel gilt flir den VergiBfunkt or Gt:

K*: —— K einer Eilenberg-Moore-Kat egorie stets Mono(Kt)c Init 1_‘(Kt‘) 1
G

sowie Gt—1(E) ¢ Pin 1,‘(Kt), wenn Ec K eine Teilklasse mit T(E) < Epi(K)
ist Derart ige Inklu(s;ionen sind besonders beim Nachweis von (Co-)Klein-
heit saussagen von Int eresse, denn es gilt allgemein:

Ist F: Ko — K, ein Funktor und Mic Ki, i=0,1, Teilklassen mit F(Mo)

l:'M1 und Moc In:d;F(Ko), so ist Ko Mo—klem, wenn K1 M1~kle1n igh .

(2.3) LEMMA:

(1) Eine (identitive) D-initiale Mono-Uberlagerung erzeugt (identitiv)
D-Limites.

(2) Eine D-initiale Uberlagerung ist D-stetig.

(3) Ein Funktor ist genau dann eine ¢-ini:tiale Uberlagerung, wenn er

einen vollen und treuen Rechtsadjungierten besitzt.

(2.4) THEOREM: Ist P:K' ——> K ein Funktor, so gelten fiir die Aussagen

! Allgemeiner gilt (3.8).
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(i) P ist initiale Uberlagerung.
(ii) P ist diskrete initiale Uberlagerung.
(111) P ist Produkt-stetig und Faserung,

(iv) P ist Pullback-stetig und hat einen vollen und treuen Rechts-

adjungierten.
die Implikationen (1) ======9 (ii)
as :
v N4
(iv) (iii) .

Ist P treu, so gilt (ii) === (i), Wenn K' Produkte hat, so gilt

(1i1) == (i1), und wenn K' Pullbacks hat, so (iv) == (iii).

Beweis:(iii) =9 (ii) Eine P-initiale Liftung zu dem durch die m, :X ——>
P(Y'), iel, gegebenen Cokegel erhilt man durch die P-initisle Liftung

zum induzierten Morphismus m:X —— P( I !:!L). Im Falle I = @ ist dabei
ieI
wnter II Yi ein Endobjekt zu verstehen, (iv) =3 (iii) Ist J ein
iel
voller und treuer Rechtsadjungierter zu P mit der Einheit n und £:X —

P(Y') ein Morphismus in K, so ist £' im Pullback

Xt —f'—-)Y'
o Lt
J(£)

J(X) ——==—"——>JP(Y")

eine P-initiale Liftung zu f.

(2.5) Fiir einen Funktor P:K' —K sei
JP' = {(1,X') € Mor(P): 1 € Iso{K)}
und fiir alle X €0bK <x,JP> die in (0.3) definierte Kommakategorie,

P heiBt stark Fasei‘-klein, wenn P JP—coklein ist, Das ist gleichbedeu-

tend demit, da8 fiir alle X € 0bK

{x'e ObK': P(X*) ¥ X }
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ein kleines Vertretersystem nicht-isomorpher Objekte enthdlt, Gilt dies

nur fir
{X*'e ObK': P(X') = X} ,

so heift P Faser-klein. Das bedeutet gerade, daB die Fasern

P_l(x) = {f'c¢ K' : P(£') = X}

ein kleines Skelett besitzen.

(2.6) PROPOSITION: Fiir P: K' —> K gilt:

(1) Tst P eine diskrete initiale Uberlagerung, so hat <X,Jp> fir alle
X€ 0bK Produkte.

(2) Ist P eine Faserung, so ist P genau dann treu, wenn fiir alle Xé€ ObK
<X,JP> eine Ordnungskategorie ist.

(3) Ist P eine diskrete initiale Uberlagerung und stark Faser-klein,
80 ist P treu.

(4) Genau dann ist fiir alle X e ObK die volle Einbettung

PHX) ——— <X, 1>

eine Kquivalenz, wenn P identitiv Isomorphismen erzeugt. Ist dies
der Fall, so ist P genau dann Faser-klein, wenn P stark Faser-klein
ist,

(5) P sei treu und besitze einen vollen und treuen Rechtsadjungierten.

Ist dann K' Mono-klein, so ist P stark Faser-klein,

Zu bemerken ist, daB (3) sofort aus (1) und (2) folgt und dabei nicht
wie in [33] und [36] benutzt wird, daB die beteiligten Kategorien kleine

Hom-Klassen haben.

(2.7) THEOREM: Fiir einen stark Faser-kleinen Fumktor P: K' —— K

sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(1) P ist initiale Uberlagerung.

(1)* P ist finale Uberlagerung.

(i1) P ist diskrete initiale Uberlagerung.

(ii)* P ist diskrete finale Uberlagerung.

(1i1) P ist Faserung und Cofaserung, und fiir alle X € 0bK ist <X,JP>
eine vollstiandige Ordnungskategorie.

Aus diesen Aussagen folgen die Aussagen

(iv) P ist Faserung und Produkt-stetig.

(iv)* P ist Cofaserung und Coprodukt-costetig.

(v) P hat einen vollen und treuen Rechtsadjungierten und ist stetig.

(v)* P hat einen vollen und treuen Linksadjungierten und ist costetig.

Hat K' (Co-)Produkte, so ist (iv) ((iv)*) @dquivalent zu (1)-(iii), und

ist K' (co-)vollstédndig, so ist (v) ((v)¥*) dquivalent zu (i)-(iii).

(2.8) Ist P stark Faser-klein und erfiillt P die #quivalenten Bedingungen
(1)-(111) aus (2.7), so heiBt P topologisch.Erzeugt P auBierdem noch

identitiv Isomorphismen, so heilt P oder einfach K* Egngategorie (tber
K) oder auch Initialstrukturfunktor, Im folgenden werden im Hinblick auf
die Beispiele meistens der Einfachheit halber Top-Kategorien betrachtet,

obwohl die Betrachtung eines topologischen Funktors genilgen wiirde.

(2.9) Eine Top-Kategorie P: K' —— K erzeugt identitiv Limites und
Colimites, besitzt einen Rechtsinvers-Rechtsadjungierten und einen
Rechtsinvers-Linksadjungierten. K' ist (co-)vollsténdig genau dann, wenn
K es ist, und K' hat genau dann eine (Co-)Generatorenmenge, wenn K eine
hat. K' ist genau dann Mono-klein (Epi-coklein),wenn K es ist;ist K fir

Mc Mono(K) (E ¢ Epi(K)) M-klein (E-coklein), so ist K' P “(M)-klein
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(P-l(E)-coklein). Die Fasern .liefern vollstdndige und covollsténdige
Ordnungskategorien mit kleinem Skelett.
Diese letzte Bemerkung gibt AnlaB zu einer anderen Beschreibung von Top-

kategorien:

(2.10) Eine treue, Faser-kleine, identitive Faserung (Top-Kategorie)
induziert einencontravarianten Funktor
. pr. K — > 0nd (O)Ldinf) .

Dabei sei Ond (OILdinf) die Kategorie der geordneten Mengen (mit belie-
bigen Infima und Suprema), deren Morphismen ordnungstreue(Infima-erhal-
tende) Abbildungen sind.

P* ordnet jJedem X & ObK die Obj)ektmenge eines Skeletts der Faser P_l(X)
zu, die nach (2.6) mit einer Ordnung versehen ist, Ist £f: X —> Y in
K, Y'e P*(Y) und f': X' ——> Y' eine identitive P-initiale Liftung von
f, so sei P*(£)(Y') e P*(X) das einzige zu X' in P—l(X) isomorphe Objekt.
Offenbar ist dann P*(f): P#(Y) — > P*(X) eine ordnungstreue (Infima-

erhaltende) Abbildung und P¥ ein contravarianter Funktor,

Umgekehrt bildet man zu einem contravarianten Fumktor T: K —— Ond

(OlLdinf) die Kategorie kT der "T-Riume" tiber K: Objekte sind Paare (X,u)
mit X€ 0bK und u € T(X). Einem KT—Morphismus b (X,u) —> (Y,v) liegt

ein K-Morphismus £f: X —— Y mit u £T(f)(v) zugrunde. Der treue Vergif-
funktor PT: KT — K 1ist eine Faser-kleine, identitive Faserung (Top-
Kategorie). Ein Morphismus ¥ (x,u) —>(Y,v) (Eine Morphismenfamilie
?i:.(x,u) —h(Yi ,vi), ie I, aufgefaBt als diskreter Cokegel) ist genau

dann PT-initial, wenn u = T(£)(v) ( u= inf T(fi)(vi) ) gilt.
el

Die Zuordnungen P —— P* und T+—— PT liefern Aquivalenzen, die zu-

einander adjungiert sind. Um das nachzupriifen, hat man in geeigneter
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Morphismen zwischen Faserungen und Top-Kategorien einzufihren. Zuvor
definiert man hierzu allgemeiner:

(2.11) G: Ky —>K° uwnd K, : Ki — Li , 1=0,1, seien Funktoren. Ist
dannD eine kleine Kategorie, so heiBt G D-initial stetig bzgl. Kis Ko»
wenn fiir jeden K, -initialen Kegel ¢1£ [D,K1] G-¢l ein Ko—initialer
Kegel ist, Gilt das fir alle kleinen (diskreten) D, so heifit G (diskret)

initial stetig bzgl. K., K

10 Ko Im Falle Kl treu ist Jeder diskret initial

stetige Funktor initial stetig., Duale Sprechweise: final costetig.

Initial stetige Funktoren spielen bei Liftungsproblemen eine wichtige

Rolle (vgl. § 14 ). An dieser Stelle sei nur bemerkt:

(2.12) LEMMA: Hat man ein kommutatives Quadrat von Funktoren

Gl

(2.12.1) Pll
K

wobei Pl und Po treue, Faser-kleine, identitive Faserungen (Top-Katego-

rien) sind, so erh#dlt man fiir jedes XleObKl ordnungstreue Struktur-

abbildungen
¥(x,): _P;(xl)—> PHG(x,))

so daB flir alle £ : X

'e PR
15 —>Y1 in Kl und Yle Pl(Yl) die Ungleichung

(2.12.2) Y(X)Py(e)) () £ Pr(o(e,))v(Y,) (¥y)

erfiillt ist, Die Strukturabbildungen induzieren genau dann einen Morphis-
mus von Funktoren y: P*]'. —)P;-G , d.h. in (2.12.2) gilt "=" (und
die Strukturabbildungen erhalten Infima), wemn G' 1-initial stetig

(initial stetig) bzgl. Pis P ist.
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7 . - 'y S
um Beweis definiert man Y(Xl)(Xl) fir Jedes X}e¢ Pl(xl) als das zu
c'(Xi) isomorphe Objekt in P:(G(Xl))' Wir nehmen die im folgenden auftre-

tenden Faserungen(Top-Kategorien) als reduziert an, d.h. P*(X)=0b(P—1(X)).
(2.13) Unter geeigneten mengentheoretischen Voraussetzungen bildet man

die Kategorie Fas (TopCat deren Objekte treue, Faser-kleine,

init)’

identitive Faserungen (Top-Kategorien) sind und deren Morphismen durch
kommutative Diagramme (2.12,1) geliefert werden, derart daB G' 1-initial
stetig (initial stetig) ist.

Die Objekte der Kategorie Diagl(Ohd) (Diagl(OlLdin )) 1 5ind contra-

f
variente Funktoren T: K — Ond (Ohdinf), und Morphismen sind “schwach

kommutative" Diagramme des Typs

G
#
Kl Ko

(2.13.1) T;\\\\\g’lt» T

ond(inf)
Durch "funktorielle Erweiterung" der in (2.10) beschriebenen Zuordnung

zeigt man dann:

(2.14) THEOREM : Die Kategorien Fas und Diagl(ond) sowie TopCat, a

init ™

Diagl(Ondinf) sind #quivalent.

Dual erhilt man hieraus die Aquivalenzen CoFas Diago(Ond) sovie
TopCat,, ~ Diag (Ond ) (bei offensichtlicher Bedeutung dieser Be-
. fin o sup

N
zeichnungsweise), denn es gelten die Isomorphien Fas = CoFas 2,

~ LN
TopCatin = TOpCatfin , Ond, Dlago(Ohd

it inf (inf))
Aus der Vollst#ndigkeit von Ond wnd Ondinf kann man insbesondere auf die

N~ .
= OlLdsup . Dlagl(Ohd (sup))

Vollstédndigkeit aller obengenannten Kategorien schlieBen .,

Ipie Bezeichnungsweise lehnt sich unmittelbar an [60] an.

2Diese Isomorphie bedeutet nicht, daB der Begriff der treuen, Faser-kleinen,
identitiven Faserung wie der der Top-Kategorie selbstdual ist.
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Ehe wir noch einige Standardbeispiele zusammenstellen, soll die Frage
beantwortet werden, ob sich die hier beschriebenen Typen von Funktoren
in irgendeiner Weise "algebraisch" verhalten. Sieht man die Reflektion
von Isomorphismen als typisch algebraisch an, so ist sie zu verneinen,

demes gilt:

(2.15) PROPOSITION: Ein Funktor, der einen treuen und vollen Links-
oder Rechtsadjungierten besitzt, ist genau dann eine Xquivalenz, wenn

er Isomorphismen reflektiert.

(2.16) KOROLLAR: K' besitze ein Endobjekt, das durch die Faserung P:
K* —— K erhalten werde. Dann ist P genau dann eine Xquivalenz, wenn

P Isomorphismen reflektiert.

Der Beweis folgt aus (2.15) unter Beachtung des Beweises von (2.h4)(iii)
=3 (ii) im Spezialfall leerer Produkte,

Die Voraussetzung fiber des Endobjekt in (2.16) ist wesentlich: Ffir
Jedes f: A ————QB.in einer Kategorie K ist <K,f>: <K, A> —— <K,B>
eine treue, identitive, Isomorphismen reflektierende Faserung (und im
Falle fé Momo(K) sogar voll), jedoch im allgemeinen keine fquivalenz.
Grund: Zwar besitzt <K,A> stets ein Endobjekt, das aber nur im Falle

fe Iso(K) durch <K,f> erhalten wird,

(2.17) Ist P ein treuer Funktor mit Mono(K') ¢ InitP(K'l oder Epi(K')cC
FinP(K'), so reflektiert P Isomorphismen, Das folgt unmittelbar aus der

flir jeden Funktor P giiltigen Gleichung

P-l(Iso(K))nInitP(K') = Iso(K') = P (Iso(K)) n Fin (K*).
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"Mono(K') ¢ InitP(K')" bzw. dual "Epi(K')c¢ FinP(K') ist also eine typisch
algebraische Eigenschaft (vgl.(2.2));in topologischen Situationen gilt
im allgemeinen nur Ext-Mono(K')c InitP(K') bzw. Ext-Epi(K')c FinP(K')

(vel.(3.9)).

(2.18) BEISPIELE: Top-Kategorien iiber der Kategorie Me der Mengen sind
Top (topologische Réume), Unif (uniforme Réume), Prox (Proximity-Réume),
Lim (Limes-Raume), Near (vgl. [3h_]), meBbare Riume, Borel-Riume, Dynkin-
Systeme. Diegse Kategorien kdnnen geliftet werden zu Top-Kategorien iiber
Jeder monadischen Kategorie iber Me (vgl.§ 1k). Beispiele fiir identitive
Mono-Faserungen sind die VergiBfunktoren Ond —— Me und Met —— Me .
Dabei ist Metf die Kategorie der metrischen R¥ume, als deren Morphismen
man hier stetige, gleichmeBig stetige, kontrahierende oder isometrische

Abbildungen wihlen kann.
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II. RELATIVE BILDZERLEGUNGEN

3. Unterobjekte und Quotienten relativ zu einem Funktor

(3.1) DEFINITION: Fiir eine Teilklasse Mlc Kl sei QG(Ml) die Klasse aller

Paare (eo,Al)E Mor(G), fiir die fiir alle m

Fiir alle (£ ,B,)€Mor(G) wmd £1: Ay —>C, in K mit (£ )e =

: Bl —‘—)Cl in Ml gilt:

(3.1.1) G(ml)fo gibt es genau ein t,€ Kl mit G(tl)eo =f wdmt, = f,.

1
eO
A //) G(Al)
///
%o //// G(tl) G(fl)
‘-
G(Bl) ol G(Cl)

Die Elemente in QG(MI) heiBen Ml—Quotienten relativ G und diejenigen in

Qg(M)) = QM) nEpi(G)

epimorphe Ml-Quotienten relativ G.

Umgekehrt definiert man fiir eine Teilklasse Eoc Mor(G) die Klasse UG(EO)

aller m,: B, —¢C in Ml’ fir die fifr alle (eo,Al)éEo die Eigenschaft

(3.1.1) gilt. Die Elemente in UG(EO) heien Eo-Unterob,jekte relativ G

und diejenigen in o
UG(EO) = UG(EO)A Mono(Kl)

monomorphe Eo-Unterob_jekte relativ G.

Wegen der wnmittelbar einsichtigen Inklusionen
E,C Qg(UG(E ) und M cU(Q (M)
definieren die ordnungsumkehrenden Operatoren UG und QG eine Galois-

korrespondenz zwischen den Teilklassen von Mor(G) und denen von Kl
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und bei entsprechender Einschrinkung zwischen den Teilklassen von Epi(G)
und Mono(Kl). Fiir Bildzerlegungen erweisen sich die bezlglich dieser
Galoiskorrespondenz abgeschlossenen Teilklassen als besonders wichtig:
siehe (3.11). Ist G der identische Funktor auf einer Kategorie, so liegt
die bekannte Isbell'sche Galoiskorrespondenz vor (vgl. [59]). In diesem
Fall sind die Definitionen von Ml-Quotienten und Eo-UnterobJekten dual
zueinander. Im allgemeinen Fall fiihrt die Dualisierung auf die Betrachtung
von Morphismen G('Al) i)AO . Wihlt man fiir G nun speziell den

kanonischen Einbettungsfunktor
A K—— [D,K]

in die Funktorkategorie [D,K] , so werden durch (3.1) die von Herrlich
in [32:] und [33] benutzten Zerlegungen von Morphismenbindeln erfaft.
Aber auch ohne zu dualisieren ist der Fall G = A interessant, némlich

zur Konstruktion von Colimites in einer Kategorie: vgl. § T.

Zu bemerken ist noch, daf man natiirlich wie in [62] zunéchst auf die
Forderung nach der Eindeutigkeit der Diagonalen in (3.1,1) verzichten
kann, Diese ergibt sich jedoch fast immer von selbst, weil entweder

_ a0
QG(Ml) = QG(Ml) oder Ml 4 Mono(Kl) ist oder oder das folgende, auf Lemma
6 in [62] zurlickgehende Kriterium erfiillt ist: Hat K M, -Urbilder , die

1
von G (als Pullbacks) erhalten werden und folgt aus m.f. = 1 mit m € Ml

171
stets f e Ml‘ so gehdrt jJedes (eo,Al)G Mor(G), das (3.1.1) ochne die
Eindeutigkeitsforderung erfillt, schon zu QG(Kl). AuBerdem gewithrleistet
die Eindeutigkeitsforderung einige zusditzliche Vertréglichkeitseigen-
scha.fteg, die im Falle G = Kl = Ko wohlbekannt sind wnd daher hier ohne

Beweis zusammengestellt seilen:

(3.2) PROPOSITION: Fur eine Teilklasse Eoc Mor(G) gilt:
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(1) UG(EO) ist eine Unterkategorie von Kl nmit Iso(Kl)CUG(EO); im Falle
{(G(Al) A ): A€ O K JCE  ist Ug(E ) € Init (K ).
(2) 1Ist me Mono(K ) oder me UG(EO) oder EOC Epi(G), so folgt aus mn €
U(E)a.uchnEU(E)
(3) Erhdlt @ Monomorphismen und ist Eoc Epi(G), so ist Reg—Mono(Kl)cUG(Eo).
(4) Erhélt ¢ (verallgemeinerte) Pullbacks, so ist UG(EO) (stark) uni~
versell,
(5) Erhdlt ¢ fiir eine kleine Kategorie U D-Limites, so ist UG(EO) abge-
. schlossen gegen D-Limites.
(6) Besitzt G éinen Linksadjungierten F, so gilt fiir jeden Funktor H:
K2 —_—> Kl mit Linksadjungiertem L die Inklusion
Uy (L°F(E 1) n B NIntty(K))) € BHUG(E))
1st G voll wnd treu, so gilt H(UL(E ) = Uy (L°F(E )) ;dabei ist
LvF(EO) = {L(F(eo)). Es gibt ein A, mit (eo,Al)é EO}

Alle Aussagen bleiben richtig, wenn man U durch U° ersetzt.

Fiir die Teilklassen QG(Ml) gelten zum Teil analoge Eigenschaften, Zu ihrer
Formulierung benutzen wir das Komplexprodukt fiir Teilklassen einer Kate-
gorie auch fGr Teilklassen von Mor(G}. So sei fir Eoc Mor(G), XOC Ko

und ch Kl
G(X)-E_ := {(a(x))e 4B,): e :A, —>o(a;) 1n E_, xp A — B, inX;}

EO' Xo = {(eoxo,Bl):‘xo:Ao — B, in X » € :B — G(Bl) in EO}.

(3.3) PROPOSITION: Fiir eine Teilklasse M, c K, gilt:

(1) G(QK (My))-qq(My ) QK (a(M)))c Qg(M,);im Falle M, c Init, (K)) ist
{(1 A )€Mor(G)' 1 eIso(K )} q,M).

(2) Ist e eEpi(K ) oder e eQK (G(Ml)) oder G(M )cMono(K ), so folgt

fir alle (f WAy )¢ Mor(G) aus (f e A1)€QG(M ) auch (f Al)e QG(M ).
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(3) Ist (fO,Al)e Epi(G) oder (fo,Al)eQG(Ml) oder Mlc Mono(Kl), so folgt
fiir alle e): A} —>B, in K, aus (G(el)fo,Bl)é QG(Ml) schon elEQKng),
(4) Hat Kl Egalisatoren, die von G erhalten werden, und enthalt Ml alle
R _ A0
Egalisatoren von Kl’ so ist QG(Ml) = QG(M]_).
Bis auf die Zusatzaussage in (1) ‘bleiben alle Aussagen richtig, wenn man

Q durch Q° ersetzt.

Es wird jetzt noch eine weitere Galoiskorrespondenz definiert, die sich

beim Nachweis von Existenzsétzen als wichtig erweist.

(3.4) DEFINITION: Fiir M,C K, sei 1°"ch(Ml) die Klasse aller (e ,A )€
Mor(G), fiir die fiir alle m: By —A, in M, die Eigenschaft (3.1.1)

flir fl = Al = Cl gilt, d.h. zu einer Faktorisierung

G(Bl)

f/ \?(ml)
A —e°> G(Al)

gibt es genau ein t, € Kl mit mt) = A und G(tl)eo =f ( im Falle Mlc
Mono(Kl) ist das mit m € Iso(Kl) gleichbedeutend). Die Elemente in

locQG(Ml) heifen lokale Ml—Quotienten relativ G und diejenigen in

10°2(M,) 1= 1% (M) n Epi(6)

lckale epimorphe Ml-Quotienten relativ G.'

Umgekehrt definiert man fiir eine Teilklasse E ¢ Mor(G) die Klasse 1°cUG(E°)

aller m, :B, —> A, in K, fiir die ﬁlr alle (eo,Al)éfo die Eigenschaft

(3.1.1) fir £, = A = C, gilt und setzt denn

loc, 0 .= loc
UG(Eo) = UG(EO)A Mono(Kl).

Men spricht dann von lokalen (monomorphen) Eo-Unterob,Ekten relativ G.

1 Falle Mchono(Kl) stimmt 1°cQg(M1) mit Ext'quiG(Ko) aus [61] ilberein,
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Trivialerweise gelten die Inklusionen

QG(Ml)(locQG(Ml) und UG(Eo)clocuG(Eo) )

Fiir l°°UG(E ) gelten nicht mehr so viele Vertrdglichkeitseigenschaften
o

wie fir UG(E ), jedoch stimmen beide Klassen in vielen Fillen iberein.
o]

oL
Entsprechendes gilt fiir = Q(M;) und Qy(M,).

(3.5) PROPOSITION: Fiir eine Teilklasse E ¢ Mor(G) gilt:

(1) 10U (E ) Iso(K,) Yy (E )5 im Falle G(Tso(K;)) E C E, gllt auch
Isolky) HOUG(E,) € 10U (E,) -

(2) locUG(Eo) ist abgeschlossen gegen (verallgemeinerte) Pullbacks,
sofern G (verallgemeinerte) Pullbacks erhidlt.

(3) Hat Kl locUG(Eo)—Urbilder, die von G (als Pullbacks) erhalten

loc
werden, so ist UG(Eo) = UG(Eo)'

(3.6) PROPOSITION: Fir eine Teilklasse MyC Ky gllt:
(1) 1°% ) Tso(K,) 1% (#,); tm Falle Tso(K)): #yC by gilt such
1
6(Tso(K,)) - 200, (M) € T2%aG(Hy ) -
(2) Ist e € Epi(Ko) oder G(Ml)cMono(Kl), so folgt fiir alle (fo,Al)e
QM)
(3) Ist (fo,Al) € Epi(G) oder Mlc Mono(Kl), so folgt fiir alle e;: A)—B,

loe loc
Mor(G) aus (foeo,Al) € °°Q4(M,) auch (fo,Al)é

loce loc
in Kl aus (G(el)fo,Bl)e QG(Ml) schon e € QKl(Ml).
(4) Hat Kl Egalisatoren, die von G erhalten werden, und enthalt Ml alle
loc _ loc, o
Egalisatoren von Kl, so ist QG(Ml) = QG(Ml).
loc 0 _
(5) Im Falle M ¢ Ext-Mono(K,) ist QgM)) = Epi(G).

(6) Hat K Ml—Urbilder, die von G (als Pullbacks) erhalten werden, so
1

1st 1% (M) = Q (M,).
(]

In (3.5} und (3.6) kann man wieder iiberall U bzw. @ durch U° bzw. Q

ersetzen.
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Die in (3.1) und (3.4) eingefiihrten Teilklassen werden nun im Zusammen-
hang mit Bildzerlegungen relativ zu einem Funktor behandelt. Verlangt
man von solchen Zerlegungen ein "kanonisches", d.h. eindeutiges Ver-
halten, so stimmen die auftretenden "Zerlegungsklassen" gerade mit den

obigen iiberein. Dazu bendtigen wir folgende Bezeichnungsweisen:

(3.7) DEFINITION: Es seien Eoc Mor(G) und Mlc K-

(1) G heiBt (Eo,Ml) -zerlegbar, wenn es zu Jjedem fo: Ao ——)G(Al) in Ko
ein e, Ao —)G(Bl) in Eo und ein m, Bl —)Al in Ml mit

fo = G(ml)eo gibt.

(2) (Eo,Ml) heiBt Isbell-~Zerlegungspaar von G, wenn fir alle e Ao —_—

G(Al) in Eo und m, :

8By —>C; in Ml die Eigenschaft (3.1,1) gilt.

Im folgenden wird die Bedingung Mlc InitG(Kl), die im Falle G = Kl = Ko
natirlich stets erflillt ist, eine wichtige Rolle spielen. Ihre Bedeutung

wird daher zundchst analysiert,

(3.8) PROPOSITION: Fiir Mlc Kl sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) {(1,,A)) €Mor(G): 1 e Iso(K )} q (M;).

(11) {(a(A)),A )z A € ObK FC QM ).

(111) M cInit,(K,).

Besitzt G einen Linksadjungierten F mit der Adjunktionscoeinheit €,
so ist zu (i) - (iii) auferdem quivalent:

(iv) € gehort punktweise zu Qg (Ml) .
1

Beweis: Die Aquivalenz von (i) - (iii) entnimmt man aus (3.2)(1) und
(3.3)(1). Zum Beweis von (iv) =9 (iii) sei fiir m € Ml die Gleichung

G(m:l_)go = G(fl) gegeben, Fiir g, mit G(gl)n(G(Cl)) =g gilt dann
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m = fle(Cl) (n Adjunktionseinheit), so daB ein t; mit mt. = £, und

151 1171
tle(cl) =g existiert, fiir das auch g, = G(tl) gilt.

n(G(cl))
GFeG(C,) ¢———— G(Cl)

1 GIEZCIH
G(gl)J’

G(f,)
. g,=G(t,) J, 1
G(Al) TG(BI)

Hat man umgekehrt die Gleichung m

18, = flg(Cl) mit mleMl, so gibt es

2u g := G(gl)q(G(Cl)) ein t, mit m = f_ und G(tl) = g, das auch

ltl 1

tlg(Cl) =f erfilllt, so daf (iii) =2 (iv) gezeigt ist.

Indem man (iv) =9 (iii) fur Ml := UK (Epi(Kl)) anvendet, erhdlt man
1
unter Beachtung von (3.2)(6) das sowohl fiir topologische wie auch fiir

algebraische Anwendungen wichtige

(3.9) KOROLLAR: Ist G: Kl — Ko ein treuer Funktor mit Linksadjungier-
tem, so ist Uy (Epi(K.)) G-l(UK (Epi(K )) aInit.(K.). Erhdlt G auBer-
1 1 o G'1

dem Epimorphismen, so gilt sogar "=".

Natlirlich gilt (3.9) ebenfalls mit Uo anstelle von U, Insbesondere ist
fir eine Top-Kategorie P: K' ——K

Up,(Epi(K")) = PTHUR(ERL(K)) n Initp(K').
Falls K monomorphe Epi-Bilder hat, stimmt diese Gleichung mit der von
Wyler [82] nachgewiesenen Uberein:

Ext-Mono(K') = P-(Ext-Mono(K)) a Init(K').

(Vgl. auch die dualen Aussagen von (9.5).) Aus (3.9) folgt in Verbindung

mit der zu (3.6)(6) dualen Aussage noch eine Umkehrung zu (2.17):

(3.10) KOROLLAR: G: K1 —)Ko sei ein treuer, Epimorphismen erhaltender
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Funktor mit Linksadjungiertem. Kl habe Pushouts und K° sel ausgeglichen.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i M K .

(1) ono( 1) ¢ InitG(Kl)

(i1) G reflektiert Isomorphismen.

(iii) Kl ist ausgeglichen.

(3.11) THEOREM: G: Kl — K sei fur E_¢c Mor(G) mit G(Iso(K,))-E cE
_— o o] 1 o [
und Mlc Kl mit Ml-Iso (Kl)CMl (Eo,Ml)-zerlegba.r. Dann gelten fiir die
Aussagen

(1) (Eo’Ml) ist ein Isbell-Zerlegungspaar.

(11) Eo = QG(Ml).
(iii) Ml = UG(EO).
die Implikationen (111) == (i1) &= (1)

Im Falle Mlc InitG(Kl) sind alle drei Aussagen #quivalent.

Beweis:Fiir den ersten Teil der Aussage ist nur zu zeigen, daB (1) QG(MI)

CEo zur Folge hat. Dazu betrachtet man eine (Eo,Ml)—Zerlegung q, = G(ml)eo

von (q,,A)) €Qy(M)) und erhglt ein t mit mt, = A, und G(t,)q_=-e_ .

171 1 1'% [}
Aus dem Diagramm e, '
A %G(Bl)
G(t,m,)
11
%o l 6(8,) l G(ml)
G(B —
(8,) 6(m,) G(A,)
entnimmt man dann die Gleichung tm L= Bl und mit G(Iso(Kl))-Eoch die

Behauptung,
Fir den zweiten Teil ist aus (i) und Mlc I_nitG(Kl) die Inklusion UG(Eo)
C Ml zu folgern. Man betrachtet wieder eine (Eo,Ml)-Zerlegung G(ul) =

G(ml)eo von (G(ul) ,Al) fir ein u,: ¢, —4A in UG(EO) und erhdlt ein

1
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tl mit ultl m und G(tl)eo = G(Cl) und ein e mit me, =w und

G(el) = e . Aus den Diagrammen
e
o
- o _-)
&(c,) 6(p,) G(c ) G(C )

Gle.t.) &t e,)
1 ¢(m ) olc)) )
%o l 6(3,) l "1 l a(c,) ul

G(Bl) TG(Al) G(C ) —(—)——)G(A )

entnimmt men dann die Gleichungen e t, = B, wd tje; =C, und somit

wegen Ml-Iso(Kl) c Ml die Behauptung.

L, Relative Bildzerlegungen und (lckale) Adjungiertheit

(3.11) ftihrt zur folgenden

(4.1) DEFINITION: Man sagt, dsB G: Kl —)Ko fiir eine Teilklasse M1<

K, (epimorphe) Ml— Cobilder hat, wenn G (Qéo)(Ml) . Ml)-zerlegba.r

1
ist und Ml'Iso(Kl) CMl gilt, Im dualen Fall sagt man, daB G fir Elc Kl

(monomorphe ) El-Bilder hat.

Zu bemerken ist, daBnach (3.11)(i) =9 (ii) im Falle der Existenz epi-

morpher M;-Cobilder QG(M;) = Qu(M;) 1ist (vgl. such (3.3)(L)).
Wir notieren zwei einfache Sonderfélle fiir G:

(1) Hat G einen Linksadjungierten F, so hat G Kl—Cobilder. Das zeigt,
da® in (3.,11) die Bedingung (iii) im allgemeinen nicht aquivalent zu (i),
(i1) ist. Ist n#mlich n die AdJunktionseinheit, so ist G fiir

£,

wnd Ml:= {ml:

{(G(il)n(Ao) ,Bl): A €0bK , i;: F(Ao) —B, Isomorphismus}

" .
m:A) —B In K, A= F(Ao) fir ein A € ObKo }
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(Eo,Ml)—zerlegbar. AuBerdem ist (Eo,Ml) ein Isbell-Zerlegungspaar mit
G(Iso(Kl))-EoC E0 sowie Ml-Iso(Kl)c Ml’ Jedoch ist UG(Eo) = Kl’ also
im allgemeinen ungleich zu Ml'
(2) Ist G eine Faserung, so hat G InitG(Kl)—Cobilder; dabei ist

9 (Init, (K ) = {4 WA, ) & Mor(G) :

Fur jeden Funktor G ist TInit (K ) =

i, Isomorphismus},
U (Q (Init (Kl))), so daB die in
(2.1)(5) erwihnten Eigenschaften samtlichst aus (3.2) folgen. In Ver-

bindung mit (3.8) ergibt sich insbesondere das

(4.2) KOROLLAR: Ein Linksadjungierter zu einer Faserung ist stets treu

und voll.

Es wird jetzt noch ein etwas allgemeinerer relativer Bildzerlegungs-
begriff eingefiihrt, der als Spezialfall Kaput's lokal adjungierbare

Funktoren umfa8t (vgl.[ko]).

(4.3)DEFINITION: Mlc K1 sel eine Teilklagse mit Ml-Iso(Kl)c Ml. Man

segt, daB G lokale (epimorphe) Ml-Cobilder hat, wenn fiir alle (fo,Al)e

Mor(G) ein (eo,Bl) € Mor(G) (Epi(G)) und ein m, :By —>4 in Ml

existiert, so daB fo = G(ml)eo gilt und die folgende Bedingung erfiillt ist:

Fir alle (go,Cl)e Mor(G) und n,: Cy —>4, in M, mit G(nl)go =
G(ml)e gibt es genau ein t B ————)C in Kl mit n.t. = m

(4.3.1) 1o
wnd G(tl)eo =g.

G(B )

/ |G(t) ( )

G(A )

\\\\\\\\\‘3 ////////an )
G(C

Hat G lokale K1-Cobi1der, 80 hei® G lokal linksadj upgierbar . Duale

Begriffe: Lokale (monomorphe) El~Bilder, lokal rechtsadjungierbar,
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Definition (L.3) erweist sich schon dadurch als kanonisch, daB sie sich
durch die (gewthnliche) Adjungierbarkeit gewisser Funktoren zwischen
Kommakategorien ausdriicken 138t., G hat namlich genau dann lokale Ml—
Cobilder, wenn fiir alle Ale ObK1 die durch G induzierten Funktoren

<M1,Al> ———,\<K0,G(Al)>

LinksadJungierte besitzen.
Ist Ml eine objektgleiche Unterkategorie von Kl’ fiir die aus mlnle M
und m, & M1 auch n, & Ml folgt, so ist die Existenz lokaler Ml—Cobilder
von G auch gleichbedeutend mit der Existenz eines Linksadjungierten
zum offensichtlichen, durch G induzierten Funktor

1
<M1’M1> _ <K0,G/Ml> .

In Spezialfall Ml = K1 liegt dann genau Thm.A aus [hd] vor. Hat K

Pullbacks, so gibt es noch eine andere Mdglichkeit, die Existenz lokaler

Ml—Cobilder durch die Existenz von Adjungierten zu formulieren: vgl.(11.1).

Zu bemerken ist noch, daB die in (b.3) eingefiihrte Sprechweise im Ein-
klang zu (3.4) steht. Ist ndmlich

Eo = {(eo,Bl): Es gibt ein m :B,—>A; in Ml, so dag (h4.3.1) gilt},
so folgt

*Cag(My),

sofern M1 eine objektgleiche Unterkategorie von Kl ist.
Men erhdlt jedoch umgekehrt aus der (1ocQG(M1)’ Ml)-Zerlegbarkeit von G
im allgemeinen nicht die Existenz lokalen Ml—Cobildern. Den genauen

Zusammenhang stellt der folgende Satz her:

(h.h) THEOREM: Es sei Ml( Kl mit Mi-Iso(Kl)c Ml' Hat dann G: K1 ————)Ko

°QG(M1) = QM ).

Ml-Cobilder, so auch lokale Ml—Cobilder; dabei ist 1o

1 M1 ist als Kategorie im eigenen Recht aufzufassen.
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Hat G lokale Ml—Cobilder und ist Ml kompositionsabgeschlossen, so ist G

loc
(

QG(Ml)’ Ml)—zerlegbar. Ist G (locQG(Ml), M. )-zerlegbar und hat K,

1

Ml—Urbilder, die von G (als Pullbacks) erhalten werden, so hat G Ml—

Cobilder.

Beweis: Die erste Aussage ist trivial; dabei weist man die Inklusion

loc . : . . .
QG(Ml)c QG(Ml) genauso wie die Inklusion QG(Ml)c Eo in (3.11) nach.

Die zweite Aussage folgt daraus, daB e, in (4.3.1) in locQG(Ml) ist,

und die letzte aus (3.6)(6).

Fiir (lokale) relative Bildzerlegungen notieren wir den folgenden Kom-

positionssatz:

(4.5) PROPOSITION: H: K2 —_> Kl habe (lokale) M

2

Ko (1lokale) M,-Cobilder. Dann hat GeH im Falle H(M2) ch (lokale)

M2—Cobilder.

Auf die Formulierung der "epimorphen Versionen" von (L.4) und (4.5)

wurde verzichtet.

(4.6) KOROLLAR: Sind G und H lokal linksadjungierbar, so auch GeH,

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zu den iblichen Bildzerlegungen

in Kategorien her:

(4.7) PROPOSITION: Fir Mlc Kl gilt: Ist Mlc InitG(Kl) und hat G (lokale;
epimorphe) Ml—Cobilder, so auch Kl. Hat G einen Linksadjungierten und Kl

(lokale; epimorphe) Ml—Cobilder, so auch G,

Beweis: Eine (lokale; epimorphe) Ml—Cobildzerlegung zu fﬁle erhdalt man

-Cobilder und G: Kl e
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aus der (lokalen; epimorphen) M. -Cobildzerlegung G(fl) = G(ml)eo und

1

dem eindeutig bestimmten e ¢ Kl mit me, = f. und G(el) = e Die zweite

1
Aussage folgt aus (4.5) unter Berlicksichtigung von (4,1)(1) wnd (k,4).

Relative Bildzerlegungen entstehen "meistens” wie in (4.6) beschrieben,
also mit Hilfe von Bildzerlegungen in Kategorien und einem Linksadjun-
gierten (dual: Rechtsadjungierten), oder es liegt lokale Adjungierbar-
keit vor. Dariiberhinaus gibt es jedoch weitere wichtige Beispiele, So
hat der vergeBliche Funktor von den endlichen Gruppen in die endlichen
Mengen epimorphe Mono-Cobilder, Das gilt allgemeiner sogar fiur den Ver-
giBfunktor einer Kategorie von universellen Algebren eines gewissen Typs
mit endlicher Trédgermenge in die Kategorie der endlichen Mengen. Das be-
deutet (auch im nicht-endlichen Fall) gerade die Existenz einer klein-
sten, von einer Teilmenge erzeugten Unteralgebra.

Fiir den dualen Fall hat man etwa folgendes elementare Beispiel: Der
Inklusionsfunktor der zusammenh#ngenden Riume in Top hat monomorphe Epi-
Bilder, Das bedeutet nichts anderes, als daB das stetige Bild eines zu-

sammenh#éngendes Raumes zusammenh&ngend ist,

Lokale Linksadjungierbarkeit hat "in den meisten Fdllen" bereits die

Existenz eines Linksadjungierten zur Folge:
(4,8) THEOREM: Kl habe endliche Produkte. Dann hat G: Kl — Ko genau
dann einen Linksadjungierten, wenn G lokal linksadjungierbar ist und

endliche Produkte erhalt,

Beweis: Es ist nur die Existenz eines Linksadjungierten zu zeigen. Zu
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. . ... loc
A€ ObKo wéhlt man sich ein e i A — G(Al) in QG(Kl). Das ist
wegen der Existenz eines Endobjektes in Kl, dessen Erhaltung durch G
und der lokalen Linksadjungierbarkeit von G moglich (vgl. auch (L,4))
Es sei nun f : A —)G(Bl) in Ko' Dann existiert genau ein g, A, —
G(AlﬂBl) mit G(pl)go =e und G(ql)go = fo, wobei 1 und 9, Projektionen

de direkt d; . i i = =
s direkten Produkts A,7B, sind. Fir das sy mit p;s; = A} und G(sl)eo

1
e, gilt denn G(qlsl)eo = fo. Umgekehrt bestimmt ein fl: Al ————)Bl mit
G(fl)e6 =f_ ein t; mit p;t, = A uwd qt, = f,, fir das t, = 5 und

somit ;8 = fl gilt.

(4,8) macht den wesentlichen Grund deutlich, warum beispielsweise die
Inklusion der algebraisch abgeschlossenen Kérper in der Kategorie der
Kérper nur lokal linksadjungierbar ist, aber keinen Linksadjungierten
besitzt: Es fehlen direkte Produkte! (Vgl., auch die anderen Beispiele

in [hO].) Insgesamt bestehen folgende Zusammenhange :

G hat
K1-Cobilde
» N
Ay MK
/ | 1
K, hat Prod, | G hat 5
G erh. Pro@/ ) M1—Cobilder :
» | 0
| a 1
G hat K1 hat Pbs.l !K1 hat M1'Urb. IK1 hat
Linksadj. |G erh. Pbs. G erh. Pbs, M, ~Urbilder
: l
; M1 komp.-abg. ‘M1 kompos .~
.\ i | abg.
K1 hat Prody i G hat lok. \
G erh. Prod>\ : J M,-Cobilder s
M, c J H
AV M=K, M A it (KW 4
. . \\
X
G ist lok. ¥ K, nat 1ok.
linksadj. M,-Cobilder i
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(4.9) BEMERKUNGEN:

(1) Ohne Schwierigkeiten filhrt man relative Bildzerlegungen noch allge-
meiner ein, indem man namlich zwei Funktoren Hi: Ki —K , i=0,1, zu-
grundelegt und Faktorisierungen von Morphismen f: HO(AO) —_— Hl(Al)
betrachtet. Auf diese Weise lieBen sich beispielsweise Pumplin's univer-
selle Probleme (vgl. [59]; s.auch [73]) einbeziehen. AuBerdem kénnte

man denn (4,1)(2) allgemeiner fiir D-initiale Uberlagerungen formulieren.
(Auf die MSglichkeit einer derartigen Verallgemeinerung der relativen
Bildzerlegungen hat jJetzt auch Wischnewsky [79} hingewiesen,)

(2) lokale Zerlegungen werden in den folgenden Kapiteln nur am Rande
auftreten. Deshalb wurden sie hier weniger grimndlich behandelt, obwohl
sich noch eine Vielzahl zu bearbeitender Probleme anbietet. Im Zusammen-
hang mit lokaler Adjungierbarkeit verdienen sicherlich - tiber die Unter-
suchungen von Kaput hinaus - die lokalen Reflexionen und Coreflexionen
Interesse. Zur Untersuchung bietet sich beispielsweise die Frage nach der
Existenz einer lokal-reflexiven Hiille einer Klasse von Objekten in einer

Kategorie an.

5. EBxistenzsatze

Den bekannten Existenzsdtzen iiber Bildzerlegungen (vgl. z.Bsp. Herrlich

[26], [28]) liegt die folgende verallgemeinerte Version zugrunde:

(5.1) THEOREM: Kl sei fiir eine Teilklasse Mlc Kl mit Iso(Kl)C Mlc

Mono(Kl) und Ml-Iso(Kl)C Ml Ml-kleln und habe verallgemeinerte Ml—

Pullbacks. Erhalt G:Kl ————>K° diese Pullbacks, 80 hat G lokale Ml—
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Cobilder. Di i i K i
ol er iese sind epimorph, wenn 1 auch Egalisatoren hat, die von G kleinen Kategorie liefern.

erhalten werden, und Ml- Egal(Kl) c Ml gilt.
(2) M, = UR (Epi(K.)
1 K 1
1
Zum Beweis bildet man wie iiblich das Pullback aller Ml-Morphismen mit Denn erhilt man die (Generating, Extremal Mono)-Faktorisierungen

Cobereich Al‘ iiber deren Bild unter G der vorgegebene Morphismus fo: aus [28] » die im Falle der Identitit fur G die monomorphen Epi-
A, G(Al) faktorisiert. Bilder (= (Epi, Ext-Mono)-Faktorisierungen) einer vollst#indigen,

Ext-Mono-kleinen Kategorie lieferm.

(5.2) KOROLLAR: Kl sei fiir eine Teilklasse Mlc Mono(Kl) Ml-klein und Man vergleiche hierzu auch die Untersuchungen in [1h].

habe verallgemeinerte Pullbacks (und Egalisatoren), die von G erhalten

werden, Dann hat G (epimorphe) Ml—Cobilder, wenn Ml Die Beschrénkung auf Monomorphismen in '(5.1), (5.2) schlieBt sowohl
(a) eine stark universelle Unterkategorie mit Iso(Kl)c Ml (Egal(Kl)CMl) wichtige Beispiele von Bildzerlegungen in Kategorien (vgl. besonders

oder im Falle Kl vollstandig [13] N [31]) als auch die Anwendung auf lokale Linksadjungierbarkeit aus.
(b) eine universelle Unterkategorie mit Iso(K )M, (Egal(K,)cM, ), _ Wir behandeln daher jetzt noch den allgemeinen Fall.

deren Morphismen gegen direkte Produkte abgeschlossen sind,
ist. Diese Bedingungen sind im Falle MlCInitG(Kl) sogar notwendig. ~ (5.3) BEMERKUNG: Hat G einen Linksadjungierten, so gilt:

(1) G ist (Ext-) Epi-coklein, wenn Kl (Ext-) Epi-coklein ist. 1

Der Beweis folgt aus (5.1), (3.2), (3.10) und (4.4), Dabei ist zu (b) (2) Far M cK, ist G (loc)Qg(Ml)—coklein, wenn K, (l°°)Qf21(M1)—

zu beachten, daB eine universelle und gegen direkte Produkte abgeschlos- coklein ist.

sene Teilklasse Mlc Kl abgeschlossen gegeh verallgemeinerte Pullbacks

ist, wenn Kl vollstandig ist. (5.4) THEOREM: Kl sei fiir eine Unterkategorie Mlc Kl mit Egal(Kl)C Ml

(Mono(Kl) < Ml) Mln Mono(Kl)—kle:i.n und habe verallgemeinerte Ml—Pull-

Im al ) i
allgemeinen Fall hat man zwei Moglichkeiten, die Unterkategorie Ml backs und Egalisatoren, die von G erhalten werden. Ist dann G (Ext-)

in (5.2) zu spezifizieren: Epi-coklein, so hat G lokale epimorphe Ml-Cobilder.

(1) My = MonO(Kl)

Dann erhdlt man die (Extremal Generating, Mono)-Faktorisierungen aus Beweis: Zu foz Ao —)G(Al) in Ko wihlt man eine représentative Menge

. 1 .
(28], die im Falle der Identitit fur G die épimorphen Mono-Cobilder von G-Epimorphismen (im Falle Mono(K )c M;: von °°Q§(-Mono(l<1))— Morphis-
(= (Ext-Epi, Mono)-Faktorisierungen) einer vollsténdigen, Mono- men) eioz A, —>G(le'), fiir die ein m;'.: Bi — A, in Ml mit G(mi)e; =f

16 neist Ext-Epi-coklein, wenn G 1°°Q8(Mono(l<1)-coklein ist: vgl.

FuBnote Seite 26,
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existiert, Weil G nach (5.1) lokale epimorphe Mln Mono(Kl)—Cobilder
hat, ist diese Menge nicht leer, Man bildet dann wieder das Pullback
i

m, Bl —_— Al der my und zerlegt den induzierten Morphismus 8, Ao —

) i .
G(Bl) mit G(pl)go =e

o ( pi Pullbackprojektionen ) in der Form g, =

G(nl)eo mit n e Mln Mono(Kl) und e, elocQS(Mln Mono(Kl)). G(mlnl)e° =

fo ist die gesuchte Zerlegung.

(5.5) KOROLLAR: Kl habe verallgemeinerte Pullbacks und Egalisatoren, die
Qon G erhalten we?den, und sei flr Mlc Kl Mln Mono(Kl)—klein. G sei
Epi-coklein bzw. im Falle Mono(Kl)C Ml Ext-Epi-coklein. Ist dann Ml

(a) eine stark universelle Unterkategorie mit Egal(Kl)C Ml

oder im Falle Kl vollsténdig

(b) eine universelle Unterkategorie mit Egal(Kl)C Ml’ deren Morphis- ~

men gegen direkte Produkte abgeschlossen sind,
so hat G epimorphe Ml—Cobilder. Im Falle Mlc.InitG(Kl) sind die Bedingun-

gen (a) und (b) sogar notwendig.

Mit (5.5) kann men beispielsweise Thm.Two aus [13] etwas allgemeiner
formulieren: Jede stetige Abbildung f: X —4—9 Y eines topologischen
Reumes X in einen Hausdorffraum Y besitzt eine (bis auf HomSomorphie)
eindeutige Zerlegung in eine antiperfekte und eine perfekte stetige Ab-
bildung. Dabei sind die antiperfekten Abbildungen gerade als die zu den
perfekten Abbildungen von Hausdorffréumen gehtrigen Quotienten relativ

zum Einbettungsfunktor Haus—— Top definiert.

Aus (5.h4) folgt auBerdem das

(5.6) KOROLLAR: Hat Kl verallgemeinerte Pullbacks und Egalisatoren, die
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von G erhalten werden, und ist Kl Mono-klein und G Ext-Epi-coklein, so

hat G Kl—Cobilder und ist damit insbesondere lokal linksadjungierbar.

AbschlieBend wenden wir uns noch gesondert dem Fall

¢ = by :K—— K],
also der Faktorisierbarkeit von Cokegeln bzw. dual von Kegeln zu, Natiir-
lich finden die vorangehenden Existenzsd@tze insbesondere fiir diesen Fall
Anwendung. Es ist Jedoch nsheliegender, von Bildzerlegungen der Kategorie

K auszugehen.

(5.7) LEMMA: K besitze flir ECK (monomorphe) E-Bilder. Dann besitzt

die Funktorkategorie [D,K] (monomorphe ) ED—Bilder, wobei ED aus allen

punktweisen E-Morphismen in [D,K] bestelit, U%o) ﬁfv) besteht dann aus
- D,K

allen punktweisen Uéo)(f)—Morphismen.

Dabei ist zusétzlich zu bemerken, da man fiir alle Kegel in [?,K] aus

lokalen E-Bildern in K lokale ED—Bilder konstruieren kann,

Der Beweis zu (5.7) ist kanoniseh. Zur Berechnung von U(o) (ED) ist

(3.11) zu beachten.

(5.8) PROPOSITION: K habe fiir EcEpi(K) (monomorphe) E-Covereinigungen.l
Dann sind die beiden folgenden Aussagen aquivalent:

(i) K hat lokale (monomorphe) E-Bilder.

(ii) -Fur alle kleinen D hat AD lokale (monomorphe) E-Bilder.

Wenn K E-coklein ist, so sind (i) und (ii) auch #quivalent zu

(1ii) Fir alle D hat A, lokale (monomorphe) E-Bilder.

1 E-Covereinigungen sind sicher dann monomorph, wenn K Coegalisatoren

hat und E alle Coegalisatoren von K enthdlt.
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Beweis: Es ist nur (i) =2 (ii),(11i) zu zeigen. Ist fiir alle De ObD
u(DIn(D) = a(D) die punktweise Zerlegung von a: AD(X) —> F, so bildet
man zum Beweis von (ii) die Covereinigung e: X —> Y der E _Morphismen
n(D), so daR pe= n(D) gilt. Durch B(D) := u(D)JD wird dann ein
Kegel 8 definiert mit a =BAv(e). Zum Nachweis von (iii) ist die Co-
vereinigung lediglich fiir ein System nicht-isomorpher Morphismen n(D),

De D¢ ObD, zu bilden. (Man beachte, daB der Fall D = ¢ zugelassen ist.)

(5.9) LEMMA: Hat K Produkte und flir E ¢ Epi(K) lokale (monomorphe) E-

Bilder, so auch (monomorphe) E-Covereinigungen.

(5.10) PROPOSITION: Hat K Produkte, so sind fiir £ ¢ K dquivalent:

(i) K hat (lokale; monomorphe) E-Bilder. -~
(ii) Fir alle kleinen, diskreten D hat AD (1okale jymonomorphe) E-Bilder.
Im Falle E cEpi(K) kann man die Beschrénkung auf diskrete D weglassen,
und wenn K noch E-ccklein ist, ist auBerdem zu (i), (ii) #quivalent:
(1ii) Fir alle D hat Ay (lokale; moncmorphe) E-Bilder.

-
Zum Beweis von (1) =9 (11) geht man wie in (2.L)(iii) =2 (ii) vor. Die
Rquivalenz von (iii) zu (i),(ii) folgt im lokalen Fall aus (5.8) und
(5.9). Im anderen Fall hat man sich klarzumachen, daB wegen der Existenz
von Produkten die in (5.8) konstrulerte Zerlegung ein (monomorphes) E-

Bild flir A liefert, sofern (monomorphe) E-Bilder in K vorliegen.

(5.11) BEMERKUNG: Die in diesem Paragraphen behandelten Existenzsitze be-
sitzen nul;éliegende Modifikationen flir Kategorien, in denen nur endliche
Limites existieren (etwa endliche Gruppen u.s.w,) In (5.1) wiirde man dann
beispielsweise statt "Ml-klein" "Ml-endlich" fordern und erhielte das

gleiche Ergebnis.
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III. EXISTENZ VON ADJUNGIERTEN UND COLIMITES

6. Adjungierte Dreiecke

Das grundlegende Existenzkriterium fiir adjungierte Funktoren ist das
AdJ)oint Functor Theorem von Freyd [19], das in seinen Anféngen schon
auf Bourbaki [8] und in einem Spezialfall sogar auf Birkhoff [7] zurick-

geht:

(6.1) THEOREM: Der Funktor G:. Kl ——)Ko hat einen Linksadjungierten, wenn
(1) Kl Produkte hat,
(2) G Produkt-stetig ist
und fiir eine Teilklasse Eoc Epi(G)
(3) ¢ (Eo,Kl)-Zerlegungen hat,
(4) G) Eo—coklein ist, ‘
Die Bedingung (2) ist notwendig; ebenso (3); wenn Qg(Kl)c Eo gilt.
SehlieBlich ist nach (5.3)(2) fiir E_ = Qé(Ml), M cK,, auch (k) not-

. [
wendig, wenn Kl QKl(Ml)—coklein ist.
In Verbindung mit (5.1) ergibt sich daraus das wichtige

(6.2) KOROLLAR: K, sei vollstindig. Ist dann
(a) Kl flir eine gegen verallgemeinerte Pullbacks abgeschlossene 7
Unterkategorie M1 c K.l mit Egal(K.l) c M1 <Mono(K1) M1—k1ein
und G lc‘cQ.g(M1)-(:o]ztlein
oder (b) K, Mono-klein und G Ext-Epi-coklein
oder (c) K, Ext-Mono—klein und G Epi-coklein,

so hat G genau dann einen Linksadjungierten, wenn G stetig ist.
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Ein zweiter Beweis fiir (6.2)(b) ergibt sich aus (4.8) und (5.6).

(6.1) kann man speziell auf volle Unterkategorien anwenden (Satz von

Birkhoff):

(6.3) PROPOSITION: K habe Produkte und filir M cK epimorphe M-Cobilder
und sei QE(M)-coklein. Dann ist die volle Unterkategorie K'C K genau
dann QE(M)Qreflexiv, wenn K' schwach M- und Produkt-abgeschlossen in K

ist.

Zum Beweis bendtigt man lediglich noch das folgende

(6.4) LEMMA: K'c K sei eine volle, reflexive Unterkategorie und McK -
eine Teilklasse, Dann gilt:
(1) Ist K' schwach M-abgeschlossen in K wnd hat K epimorphe M~Cobilder,

so ist K! QE(M)—reflexiv in K,

(2) 1st K* QK(M)—reflexiv in K, so ist K' schwach M-abgeschlossen in K.

Wir notieren noch einen weiteren Spezialfall zu (6.1):

(6.4a) PROPOSITION: P: K' — K sei treu und stark Faser-klein. Hat ('
Produkte, so hat P genau dann einen vollen und treuen (Rechtsinvers-)
Linksadjungierten, wenn P Produkte erhdlt und (identitiv) K* Morphismen

aus K-Morphismen erzeugt.

Man wendet (6.1) fiir Eo = JP aus (2.5) an. P erzeugt insbesondere
dann K'-Morphismen aus K-Morphismen, wenn es eine Faserung ist. In diesem
Fall ist P aber unter den obigen Voraussetzungen bereits eine Top-

Kategorie (vgl. (2.7)).
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Wir wenden uns Jetzt wieder der allgemeinen Situation zu. Es kommt darauf
an, die Bedingungen (3), (%) aus (6.1) bzw. die Cokleinheitsbedingungen

aus (6.2) durch handlichere zu ersetzen., Dabei entspricht es der Situation
bei einer Vielzahl von Anwendungen, einen Funktor Po von Ko in eine Kate-~
gorie K (mit "schdnen" Eigenschaften) zu betrachten, derart daB P.:= PC:G

1

und gegebenenfalls auch Po einen Linksadjungierten besitzt.

Kl —G)Ko
Pl\ /Po
K

Dubuc [10] hat flir prémonadisches P0 eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz eines Linksadjungierten fiir G angegeben (vgl.
auch[66]). Baumgartner [5] hat dann fiir treues P diese Bedingung unter
Benutzung von Sieben umformuliert, jedoch auf weniger anschauliche und
den Anwendungen entsprechende Weise. Im folgenden wird dagegen fiir treues
Po eine groftmdgliche Anlehnung an die Dubuc'sche Bedingung beibehalten.

Die Idee hierzu geht auf Greve [251 zuriick .

Fiir treues PO: Ko —> K betrachten wir die volle Einbettung

H <
E : Kl — PO,P1>

mit E(ul) = (G(ul),ul): (G(Al),Pl(Al),Al) e (G(Bl),Pl(Bl) ,Bl)

fir alle u,:

1 Al -—)Bl in Kl und definieren:

(6.5) DEFINITION: (Ao,f,Al)eob<Po.P

1> hat einen (G,Po)—Quotienten,

wenn E in (Ao,f,Al) eine lokale universelle Losung besitzt, d.h. es

gibt ein q;: Ay —B, und ein q: A —)C—(Bl), so daB gilt:

1

(1) Pl(ql) f = Po(qo) L1

1 qa, wird also durch 9y eindeutig bestimmt.
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. A — . . -
(2) Fur alle x Al C1 und X Ao B G(Cl) mit Pl(xl) f Po(xo)

gibt es genau ein V1 mit qul = X -
P (q))

PO(AO)—f> P ()

P.(x,)
s

Wir formulieren Jetzt den allgemeinen "Dreieckssatz" fiir adjungierte

Funktoren:

(6.6) THEOREM: P Ko —>K sei treu und P, := PG mit G: Kl —)Ko

1}

habe einen Linksadjungierten Fl mit der Einheit ny und der Coeinheit €q-

Dann sind die beiden folgenden Aussagen #quivalent:

(i) G hat einen Linksadjungierten.

(11) Fir alle A e ObKo hat (Ao,nlsPo(Ao),Flc PO(AO)) einen (G,Po)—
Quotienten.

Ist Po sogar prédmonadisch (Po hat also insbesondere einen LinksadjJungier-

ten F_ mit der Einheit n_ und der Coeinheit Eo), so ist (ii) Hquivalent zu

(1ii) Fiir alle A€ ObKo hat Kl einen Coegalisator zu dem Paar
((FoP o€ )(A)) , (€oF 0P J(A N (FioPoueP )(A))) , wobel

u: F —3G°F durch (Poo u)no =n, bestimmt wird (vgl. (1.2)(1)).
(1) €=> (iii) ist gerade der Satz von Dubuc. (iil) ist eine unmittelbare
Verallgemeinerung von (ii), weil fiir préimonadisches Po die genannten

(G,Po)-Quntienten mit den bendtigten Coegalisatoren iibereinstimmen.

Beweis: (ii) =9 (i): Fiir alle A€ ObKo wihlt man ein ﬂ(Ao) :F1°P°(A°) —_—>
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H(Ao) (:= Cob(‘lr(vAo))) und ein y(Ao): A —)G(H(Ao)) mit
Pl(ﬂ(Ao))nl(PoéAo)) = Po(y(Ao)) und weist ohne Schwierigkeiten nach,
daB auf diese Weise ein Linksadjungierter H zu G mit der Einheit Y defi-
niert wird. (i) =9 (ii):Ist H linksadjungiert zu G mit der Einheit v,
so folgt mit m:= (eloH)(FloPOoy) sofort (Ploﬂ)(nl° Po) =PeY .
Damit ist (6.5)(1) gezeigt, wnd (6.5)(2) verifiziert man jetzt "geradeaus".
(ii) € (iii): Es geniigt, fiir alle X FloPo(Ao) —>C, in K| die
HEquivalenz der beiden folgenden Aussagen zu zeigen:

(a) Es gibt ein x : A, —6(C)) mit P(x) = P, (x))n (P (A ).

(®) x) (FePee )(A) = x; (e,°F°P )(A)) (FjoP cuP )(A ) .

Im Falle (a) folgt aus P (G(x )u(P (A )))n (P (A )) = P (x e (A))

no(Po(Ao)) die Gleichung G(xl)u(Po(Ao)) = xoeo(Ao). Daraus schlieBt

man auf Pl(xl) (Pl"El'Fl'Po)(Ao), (Pl" F1°P°°U°P°)(Ao) (l’ll"Po' F°°P°)(A°) =

Pl(xl) (Pl° FloPooeo)(Ao) (nloPOOF(; Po)(Ao) , 80 da8 (b) folgt. Erfiillt

umgekehrt x. die Gleichung (b), so folgt aus Pl(xl)nl(Po(Ao))Po(eo(Ao)) =

1

PO(G(xl)u(Po(Ao))) die Aussage (a), weil eo(Ao)eFinPO(Ko) ist:vgl.(10.1).

(6.7) KOROLLAR: Fiir treues Po hat mit P1= PéaG auch G einen Linksadjun-

gierten, wenn
(a) E: K, — <P_,P,> eine volle, reflexive Einbettung ist,

-

oder(b) K, Coegalisatoren hat und P_ prémonadisch ist.

Einen Linksadjungierten zu E konstruiert man mit Hilfe von (6.1). Dann

folgt das

(6.8) THEOREM: P : K —3K sei trew,und P,= P oG mit G: K} —>K_

habe einen Linksadjungierten. Kl sei fiir Elc Epi(Kl) und Mlc K1 mit
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G(Ml) ¢ Init (Ko) (El,Ml)—zerlegbar und El—coklein. AuBerdem besitze

P
o
Kl Produkte, Dann hat G genau dann einen Linksadjungierten, wenn G

Produkte erhalt.

Beweis: Mit G erhalt auch E Produkte, und die (El,Ml)—Zerlegung fuhrt
wegen G(Ml) CInity (Ko) zu einer (E,Ml)-Zerlegung von E mit € =

o
{((eo,el) ,Al) € Mor(E) : e € El}.
(6.9) KOROLLAR: P, sei treu und P, rechtsadjungiert. K1 habe Produkte
und regulire Cobilder ( = epimorphe Reg-Mono-Cobilder) und sei Epi-
coklein. Dann hat G genau dann einen Linksadjungierten, wenn G Produkte

und regullire Monomorphismen erh#lt.

Zum Beweis verwendet man die Inklusionen G(Reg—Mono(K1)) c
Reg—Mono(Ko)nP:(Mono(K) c InitPo(Ko) : vgl., die zu (9.5)(1) duale Aus-
sage.

(6.10) KOROLLAR: P sei treu und P, rechtsadjungiert. Kl seil vollstandig,
Mono-klein und Epi-coklein. Dann hat G genau dann einen Linksadjungierten,

wenn G stetig ist.

Beweis: Mit M1:= Mono(Kl) n G-l(In:LtP (Ko)) verschafft man sich die in
o
(6.8) benstigten Zerlegungen mit Hilfe von (5.1). (Ein anderer Beweis

fir (6.10) findet sich in [61] .)
Im "algebraischen" Fall erh¥lt man aus (6.7)(b) die bekannte

(6.11) PROPOSITION: Kl habe Coegalisatoren. Dann ist mit P und P, auch

G (pré- ; schwach) monadisch.

-9 - § 6

Zum Beweis beachte man auBerdem (1.8) und (10.1). { Mit P und P

erzeugt auch G eindeutig Coegalisatoren G-absoluter Paare!l)

Wir stellen einige Beispiele zusammen, die mit (6.8) oder (6.9) behandelt
werden ktnnen und nicht zu den algebraischen Funktoren tber Me oder einer
Top-Kategorie uber Me zéhlen (vgl. (13.6)):

Haus $==== Top Unif ====Top NonmmVeizK(-:i Met

NS N/ N

Me Me Me
Het (No/unwVefLK) ist die Kategorie der metrischen Réume (K-linearen, nor-
mierten Ridume iiber einem bewerteten Kdérper K), wobei jedoch die Metrik

(Norm) den Wert = annehmen darf; Morphismen sind kontrahierende (K-lineare)
Abbildungen.
OndGnp = ond  Grp o—

\ Me/ \

OndGrp ist die Kategorie der angeordneten Gruppen, Gapd ist die Unter-

kategorie der Gruppoide in Cat.

Der Vollsténdigkeit halber wird noch eine Umkehrung zu den vorangehenden

Satzen angegeben,

(6.12) PROPOSITION: Po: Ko —> K habe fir Moc Ko epimorphe Mo—Cobilder

und G: K1 —)KO einen Linksadjungierten H, derart dag die Einheit v

punktweise zu Mo gehdrt. Dann hat mit P, = PO-G auch Po einen Links-

1

adjungierten.

Beweis: Fir X€ ObK nimmt man eine Mo—Cobildzerlegung relativ zu Po der

zu Pl und seinem Linksadjungierten Fl gehorigen Einheit nl(x):x e



e
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PO(G"Fl(X)) vor : nl(x) = Po(mo)no(x) . Dann 18st no(x) das durch P

gegebene universelle Problem in X:

X M0 > P_(F. (X))
1 I1
n, (%) Pm) |
£ | P (F (X)) | P, (£))
///Po(fo) \L
PO(YD) P (y(X)) ‘Pl(H(Yo))

(6.13) KOROLLAR: Haben G und P, einen Linksadjungierten, so hat P_

genau dann einen Linksadjungierten, wenn Po epimorphe Ko-Cobilder hat.

(6.12) kann man beispielsweise zur expliziten Konstruktion der freien
Lie-Algebra Uber einem k-Vektorraum V verwenden: Men bildet die Tensor-
algebra T(V) und betrachtet die von V in T(V)~ erzeugte Unter-Lie-Algebra

(vel. [25] ).

Mgk < univ, Einh, — LéaAI.gk

n=n z 7
Tensoralgebra z

Vekk

T. Konstruktion von Colimites

Zundchst werden die Dreieckssitze aus § 6 angewendet, die zu niitzlichen

"Liftungssatzen" fir Colimites fiihren.

Im folgenden sei D stets eine kleine Kategorie. Dann ergibt sich aus (6.8):
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(7.1) THEOREM: P: K' —— K sei treu und rechtsadjungiert. K' sei fiir
E' ¢ Epi(K*) und M'c InitP(K') (E' ,M')-zerlegbar und E'-coklein. AuBer-

dem habe K' Produkte, Dann ist mit K auch K' (D-)covollstandig.

Beweis: Man betrachtet das Dreieck

K At 5 [D,K']

N

K [0,p]
N
[0.]

und hat denn lediglich zu beachten, daB mit P auch [D,P] treu ist und
wegen M'c Init,(K') A'(M') cInit 5[0,1(']) gilt,

P

L]
(7.2) KOROLLAR: P sei treu und rechtsadjungiert. K' habe Produkte und
regulire Cobilder und sei Epi-coklein, Dann ist mit K auch K' (p-)

covollsténdig. .

(7.3) KOROLLAR: P sei treu und rechtsadjungiert. K' sei vollstandig,

Mono-klein und Epi-coklein. Dann ist mit K auch K' (D-)covollstandig.

Ebenso wie (7.1) aus (6.8) beweist man mit (6.7)(b) die "Liftbarkeit"
von Colimites léngs pramonadischer Funktoren. Man hat dabei lediglich

mit Hilfe von (10.1) nachzupriifen, deB mit G auch [D,G] prémonadisch ist.

(7.4) THEOREM: G: Kl -——)Ko sei prémonadisch, und Kl besitze Coegali-

satoren, Dann ist mit Ko auch Kl (D-)(co-)vollstandig,

Beweis: Zu zeigen bleibt die Liftbarkeit von Limites. (6.7)(b) garantiert




— -
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die Existenz eines Linksadjungierten zum treuen und vollen Vergleichs-
funktor zu G, womit wegen der Erzeugung von Limites durch monadische

Funktoren alles gezeigt ist.

Die in (T.4) bendtigten Coegalisatoren kann man sich mit Hilfe von Bild-
zerlegungen verschaffen (vgl, [66]), indem man (6.1) auf A : K—> [D,K]

anvendet, wobei Jetzt D eine "Menge paralleler Pfeile" ist:

(7.5) PROPOSITION: K habe Produkte und sei fiir E ¢ Epi{K), Mc Mono{(K)

(E M)-zerlegbar und E-coklein. Dann hat K verallgemeinerte Coegalisatoren.

(7.6) KOROLLAR: Eine vollstindige Kategorie K hat verallgemeinerte Co-

egalisatoren, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) K ist fiir eine gegen verallgemeinerte Pullbacks abgeschlossene
Unterkategorie M<K mit Egal(K) ¢M cMono(K) M-klein und
locQZ(M)—coklein.

(b) K ist Mono-klein und Ext-Epi-coklein,

(e) K ist Ext-Mono-klein und Epi-coklein.

Aus (7.6)(b} folgt insbesondere die Existenz von Coegalisatoren in der
Kategorie der kleinen Kategorien. Wegen der Kleinheitsbedingungen ist
Jedoch Vorsicht geboten, die Existenzaussage auf beliebige Kategorien
zu Ubertragen.Im Anhang werden wir eine sehr einfache, explizite Kon-
struktion angeben, deren Ubertragung auf groBe Kategorien unproblema-

tisch ist.

Nach (7.5) und (7.6) lassen sich Coegalisatoren also mit Hilfe "innerer'

Eigenschaften einer Kategorie konstruieren. Das legt die Frage nahe, ob
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dies auch fiir beliebige D-Colimites, insbesondere Coprodukte msglich ist.
Zun#chst entnimmt man der Dualisierung von (5.8), daB im Falle der Existenz
von lokalen, epimorphen M-Cobildern und epimorphen M-Vereinigungen fiir M C

Mono(K) ein Cokegel a:F —> A(A) genau dann in

lochA)(M) ist, wenn

4"
A= \_/ u(D) ist, wobei p(D) das lokale M-Cobild von a{D) ist. Das

De ObD
fihrt zur folgenden

(7.7) DEFINITION: Man sagt, daB in K flir eine Teilklasse M mit Iso(K)c

Mc Mono(K) (endliche) M-Vereinigungen beschriinkt sind, wenn es fir alle

kleinen (endlichen) Kategorien U und Funktoren F: D — K nur eine Menge
nicht-isomorpher Objekte u : F —> A(A) in der Kommakategorie <F,A>
gibt, die punktweise in M sind wd flir die A = \_/ u(D) in <M,A> ist.
D¢ ObD

Offenber geniigt es, Cokegel u ¢ [D ,K] mit diskretem D, also Familien von
Morphismen aus M mit gemeinsamem Cobereich zu betrachten. AuBerdem kann
men (7.7) dadurch abschwéichen, daB man die Machtigkeit von D durch eine
(regulsre) Kardinalzahl beschridnkt. Im Falle D = ¢ bedeutet (7.7) gerade,
daB es in K nur eine Menge nicht-isomorpher Objekte gibt, die bis auf

Isomorphie nur ein einziges M-Untercbjekt (n#mlich sich selbst) besitzen.

(7.8) LEMMA: K besitze fiir eine Unterkategorie M<K mit Iso{K)¢ M¢ Mono(K)
lokale, epimorphe M-Cobilder und (endliche) epimorphe M-Vereinigungen.
Ist dann K locQE(M)-coklein und sind in K (endliche) M-Vereinigungen
beschrénkt, so ist fiir alle kleinen (endlichen) Kategorien D die Ein-

loe

bettung A: K — [D,K QZ(M)—coklein.

Beweig: Ist a: F —> A(A) in locQZ(M), so kann men in der nach (5.7)

exigtierenden Zerlegung o = un den Morphismus von Funktoren n: F —3 H
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so wahlen, daB n(D) in einem festen Skelett von <F(D),l°cQz(M)> liegt.
Wird fiir jedes Je Ob[D,K] mit V(J) ein Vertretersystem der punktweisen
A .
M-Morphismen Vv: J —>A(B) mit B = \\,//v(D) bezeichnet, so erhalt
D € ObD

man durch Betrachtung der Zuordnung o —> (n,j), in der i den zu W:

H ——3 A(A) gehdrigen Vertreter i ¢ V(H) bezeichnet, die Behauptung.

(7.9) THEOREM: K habe Produkte und fiir eine Unterkategorie M K mit

. . 1
Iso(K) ¢ M¢ Mono(K) lokale, epimorphe M-Cobilder. AuBerdem sei K OCQE(M)—

coklein. Dann ist K genau dann (endlich) covollstdndig, wenn in K (end-

liche) epimorphe M-Vereinigungen existieren und diese beschrénkt sind.

Beweis: Die Bedingung ist wegen (6.1), (7.8) und der dualen Aussage von

(5.8) hinreichend. Ihre Notwendigkeit beweist man mit dem Dualen von (5.9).

Durch Anwendung von (5,1) ergibt sich aus (7.9):

(7.10) KOROLLAR: Die Kategorie K sei vollstindig und fiir eine gegen ver-
allgemeinerte Pullbacks abgeschlossene Unterkategorie ¥4 wvon K mit

Egal(K) € M ¢ Mono(K) M-klein und 1°¢

QE(M)—coklein. Dann ist K
genau dann (endlich) covollsténdig, wenn in K (endliche) M-Vereinigungen

beschrénkt sind.

In allgemeinen wird man (7.10) fir M = Mono(K) anwenden : vgl. [§l],(2.5)-

Weil dort der Fall D = ¢ ausgeschlossen wurde, formulieren wir ihn
hier fir M = Mono(K) gesondert, zumal hier die Cokleinheitsbedingung

weggelassen werden kann:

(7.11) KOROLLAR: Gibt es in der vollstindigen, Mono-kleinen Kategorie K
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nur eine Menge nicht-isomorpher Objekte, die keine echten Unterobjekte

besitzen, so hat K ein Anfangsobjekt.

Explizit findet man das Anfangsobjekt so: Mann nimmt das kleinste Unter-
obJekt des direkten Produktes aller nicht-isomorphen Objekte, die kein
echtes Unterobjekt besitzen.

Da man den Linksadjungierten zu einem Funktor G: Kl ————)Ko lokal durch
Angabe von Anfangsobjekten in den Kommakatggorien <A°,G> » Aoe ObKo,
konstruiert, folgt aus (7.1l) von neuem (6.2)(b). Natiirlich kann man
(7.11) so formulieren, daB sich auch (6.2)(a) und (¢) ergeben. Das be-

deutet grob gesagt, daB (7.9) dquivalent zum Adjoint Functor Theorem ist.
Abschliefend formulieren wir noch eine Umkehrung zu den anfangs bewiesenen
"Liftungssatzen", die sich als Folgerung aus (6.12) ergibt und bisweilen

eine explizite Konstruktion von Colimites gestattet:

(7.12) PROPOSITION: P: K' —> K sei rechtsadjungiert. K habe Pullbacks1

und Egalisatoren und fiir M ¢ Mono(K) epimorphe M-Cobilder. AuBerdem sei K
M-klein, und die Adjunktionseinheit von P gehSre punktweise zu M, Dann

ist mit K' auch K (D-)covollsténdig.

Zum Beweis wendet man (6.12) auf das Dreieck

K;\
ERS!

XN

P

P 3 K

>4

! Gemeint sind verallgemeinerte Pullbacks.
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an und hat (5.8), (4.4), (3.11) und (3.2) zu beachten.
(7.13) KOROLLAR: K' sei eine Mono-reflexive Unterkategorie von K (nicht

1 .

notwendig voll). K habe Pullbacks und Egalisatoren und sei Mono-klein.
Dann ist mit K' auch K (D-)covollstandig.
Der Beweis folgt aus (7.12) und (5.2).
Mit (7.13) ergibt sich etwa, daB in der Kategorie der Monoide die
volle Unterkategorie der Malcew-Monoide, also derjenigen Monoide, die

in Gruppen einbettbar sind, covollsténdig ist, weil in ihr Mono-reflexiv

die Kategorie der Gruppen liegt.

! Gemeint sind verallgemeinerte Pullbacks.
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IV. REGULARE BILDER

8. Erzeugung von Bildzerlegungen

Die zentrele Frage dieses Paragraphen ist, wann Bildzerlegungen in
Kategorien léngs eines Funktors geliftet werden kénnen, Dazu werden fiir
den allgemeinen Fall einfache notwendige Bedingungen abgeleitet und fhr
drei wichtige Spezialfiéille, ndmlich monadische Funktoren, volle (co-)
reflexive Unterkategorien und (Co-)Faserungen nachgewiesen, da sie
schon hinreichend sind, Wie schon in Kepitel II wird dabei keine Be-
schrénkung auf Zerlegungen in gewisse Epi- und Monomorphismen vorge-

nommen,

(8.1) DEFINITION: G: K, —>K_ sei ein Funktor und M, c K; mit Iso(K,)

4 Mi und Mi- Iso(Ki)c M;, 1=0,1, Teilklassen. Dann erzeugt G aus M -

Cobildern Ml—Cobilder, venn fiir alle f,: A —3, in K| mit G(fl) =
me,s B € Mo’ e € QO(MO), eine Faktorisierumg f; = mpe, mit m €M)
e € Ql(Ml) und ein i e Iso(Ko) mit ioG(el) =e G(ml) =mi existieren.’
Identitive Erzeugung liegt vor, wenn io als Identitdt gewd@hlt werden kann,
G erzeugt eindeutig aus Mo—Cobildern Ml-Cobilder, wenn fiir alle fl’ mo;
e, wie oben eindeutig bestimmte Morphismen m, ele Kl nit fl =me, ,
G(ml) =m und G(el) = e  existieren, flir die auBerdem noch mlé-Ml und
e,€Q (M) gilt.

Man ersetzt "Cobilder" durch "epimorphe Cobilder", wenn Q durch Q% er-
setzt werden kann. Dual definiert man die Erzeugung (monomorpher) Bilder,

so daB G genau dann aus Mo- Cobildern Ml—Cobilder erzeugt,

1 Wir schreiben im folgenden oft Qi statt QK.’ i=0,1; entsprechend bei U,
i
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wenn G aus QO(MO)-Bildem Ql(Ml)-BJ.lder erzeugt, sofern Mo und M1 abge-
s-glossen unter der Isbell-Korrespondenz (3.1) sind.

Man zeigt leicht, da8 Kl Ml-Cobilder hat und G sie auf Mo-Cobilder
abbildet (d.h. G(Ml)c Mo, G(Ql(Ml)) cQo(Mo)), wenn Ko Mo-Cobilder
besitzt, aus denen G Ml-Cobilder erzeugt. Erzeugt G eindeutig aus Mo-
Cobildern Ml-Cobilder, so reflektiert G Mo-Cobilder zZu Ml-Cobildern

(a.h. G7HM )My, 67HQ (M) <o (M),

(8.2) LEMMA: Kl habe Ml—Cobilder, die durch G auf Mo—Cobilder abgebildet
werden, Dann gelten die folgenden Inklusionen:
-1 -1
(1) 6T (M)nInit (K ) c M » QM) 6T (Q (M),
-1 -1
(2) M co M), 1@, (M) nFing(K ) € @ (M)

Beweis: Mlc G_l(Mo) und Ql(Ml)CG_l(QO(Mo)) folgt trivial, Sei nun wu,:
A —>B, in InitG(Kl) und G(ul)e Mo. Wendet man denn G auf ein Ml-Co-
bild w, = me, von u, an, 8o erhdlt man G(el)e Iso(Ko). Dann gibt es

gensu ein t mit m = wt, und G(t,) = Gle,)™, wnd es folgt unmittel-

bar tlel = Al. Andererseits entnimmt man aus dem Diagramm

die Gleichung eltl = Cl, so daf u € Ml folgt. Die letzte Inklusion wird

dual behandelt.

(8.2) macht deutlich, welchen "Spielraum" man fiir die Wahl der Zerlegungs-

klassen hat. In topologischen Situationen kann men beispielsweise Ml
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minimal als G"l(Mo)r\ Im‘.tG(Kl) wiahlen und erhdlt die maximale Quotienten-
klasse G-l(Qo(.Mo)_)' Ebenso 148t sich der andere Extremfall realisieren,
bei dem in (8.2)(2) beide Male die Gleichheit steht. Im monadischen Fall
hat man dagegen keine Mbglichkeit, die Zerlegungsklassen in Kl frei zu
wahlen. Sie ergeben sich, sofern man die Voraussetzung von (8.2) als
kanonische Forderung akzeptiert, vielmehr notwendig als die Urbilder de.r
Zerlegungsklassen in Ko' Auch die in [66]a.ngegebene Forderung, daB der
Funktor T der Monade die Klasse der Quotienten in Ko in sich abbilden

muB, ist notwendig.

(8.3) THEOREM: G: K, ——K  sei ein Funktor, M, ¢ K; mit Iso(K ) CM,

und Mi' Iso(Ki)C M,, i=0,1, zwei Teilklassen. Dann gilt:

10
(1) Aus der Aussage .
(i) ¢ erz'eug't eindeutig aus Mo-Cobildern Ml—Cobilder.
folgt (ii) G erzeugt aus Mo—Cobildern M, -Cobilder.
Hat Ko Mo-Cobilder, so ist (ii) gleichbedeutend mit
(iii) Kl hat Ml-Cobilder, die durch G auf Mo-Cobilder abgebil-
det werden.
(2) Gilt entweder (a) G reflektiert Isomorphismen
oder (b) G™H(M_) ¢ Init(K))
oder (c) 67H(Q (M) ¢ Fing(K) ,
so folgt aus (iii)
(v) M =6HM) wma QM) =7 (M)

und daraus

(v) M =6 M) wma 6(Q (M) ¢ QM ).

(3) Hat G einen Linksadjungierten F und ist T ;= G-F, so folgt aus (v)
_ A1
(vi) Ml =G (Mo) und T(QO(MO))C QO(MO) .

(4) Ist G (schwach) monadisch, so gilt (vi) == (i) ((vi) ==9 (ii)).
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Hat Ko auBerdem Mo—Cobilder, so sind die Aussagen (i) - (vi)

((ii)- (vi)) dquivalent,

In (8.3) kann man {berall simultan "Mo—" bzw, "Ml—-Cobilder" durch "epi~
morphe Mo-" bzw, "Ml-Cobilder" und Q durch Q° ersetzen,

Beweis: (1) ist trivial., (2) Ist X, = me

171

ein M‘—Cobild, so folgt aus
G(x1)£ Mo baw. G(x.l)er(Mo) G(e1) bzw. G(m1)5 Iso(Ko); daraus folgt im
Falle (a) sofort und im Falle (b) (dual (c)) aus (8.2) bzw. (2.17)

x, e M bz x, e Q (M), (3) Aus G(M )cM  folgt F(Q (M ))c (M)
(vel. [59] oder (3.2)(6)) und daraus T(Q (M ))ca(q (M)))cq (M).
(4) wird wie in [66] bewiesen, wobei zu vermerken ist, da® man wegen

der Eindeutigkeit der Isbell-Diagonalen auf eine Beschriénkung auf Zer-

legungen in Epi- und Monomorphismen verzichten kann.

(8.4) KOROLLAR: K habe fiir M c Mono(Ko) epimorphe M _-Cobilder, aus

. -1
denen der pridmonadische Funktor G: Kl — Ko epimorphe M1=G (Mo)-Co-
bilder erzeuge. Denn ist K Ml—klein bzw, Qi(Ml)—coklein, sofern K |

M -klein bzw., Q°(M )-coklein ist.
[o] o 0

Beweis: Man faktorisiert G iiber den Vergleichsfunktor: G = Gtﬂ K. Weil
G Isomorphismen reflektiert, folgt (8.4) nach (8.3) wnd (2.2) zundchst

fiir Gt und dann fir G.

(8.5) PROPOSITION: Eine {treue) M-Faserung P: K' —>K erzeugt fiir
eine Teilklasse Mc K mit Iso(K)¢ M und M-Iso{K)C M aus (epimorphen)
M-Cobildern (epimorphe) M':= P_l(M) nInitP(K')-Cobilder. Hat K (epi-

morphe) M-Cobilder, so ist Qé?)(M') = P_l(Qéo)(M)).
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Beweis:Ist f'e K' und P(f') = me ein M-Cobild, so faktorisiert f' iber
eine P-initiale Liftung m' von m. Die Gleichung fiir die Quotienten-~

klassen ergibt sich dann mit (3.11).

Bei der Behandlung voller Unterkategorien kann man sowohl (8.3) als

auch (8.5) verwenden.

(8.6) PROPOSITION: K'<¢ K sei eine volle Unterkategorie, MC K mit Iso(K)
¢M und M.Iso(K) ¢ M eine Teilklasse. Gilt eine der folgenden Bedingungen
(a) - (£), so erzeugt der Inklusionsfunktor aus (epimorphen) M-Cobildern
(Ma K')-Cobilder, und zwar eindeutig, wenn K' Iso-abgeschlossen ist:

(a) K' ist schwach M-sbgeschlossen in K,

(b) K* ist schwach Q,(<°)(M)—coabgeschlossen in K.

(e) K ist QK(M)-reflexiv in K,

(d) K' ist M-coreflexiv in K.

(e) K* ist reflexiv in K wa o{%)(Ma k") cl® (M),

(£) K* ist reflexiv in K und R(Q£°)(M))c qé°)(M) ( R Reflexionsfunktor).
Dabei ist stets Q(?)(MnK') = Q’(<°)(M)n K', wenn K (epimorphe) M-Cobil-

der hat.

Beweis:(a) folgt aus (8.5), weil der Inklusionsfunktor im Falle (a) eine
treue M-Faserung ist. (c) folgt aus (a) mit (6.4)(2), und (v), (d) be-

handelt man dual. Weil volle und treue Funktoren, die einen Linksadjun-
gierten besitzen, schwach monadisch sind, folgen (e) und (f) aus (8.3)(v),
(vi). Die Gleichung fiir die Quotientenklassen folgt wieder aus (3.11),

(Auf die Dualisierung der Aussagen (e) und (f) wurde verzichtet.)




9. Regulare Bilder

Ein Funktor G: Kl — Ko hat regulédre Bilder, wenn er monomorphe Reg-
Epi(Kl)—Bilder hat; dual: reguldre Cobilder, K hat genau dann regulire
Bilder, wenn jeder Morphismus ilber einen reguléren Epimorhismus und
einen anschifeSenden Monomorphismus faktorisiert, weil (Reg-Epi(K), Mono(K))
ein Isbell-Zerlegungspaar ist. Es gilt dann insbesondere

‘ Reg-Epi(K) = Q:(Mono(K)) = Ext-Epi(K).
Hat K Kernpaare, so ist stets

Reg-Epi(K) = Co-Egal(K) .

Mit Surj(K) wird die Klasse der universellen Epimorphismen in K bezeich-
net (vgl. [59]). Fiir eine Teilklasse £ cK gilt genau dann Ec Surj(K),

wenn es eine universelle Teilklasse E'c¢ K mit EcE'c Epi(K) gibt.

(9.1) THEOREM:
(1) Hat K Pullbacks und ist Reg-Epi(K) ¢ Surj(K), so ist Reg-Epi(K) eine
Unterkategorie von K.
(2) Hat K Kernpaare und Coegalisatoren zu Kernpaaren, so hat K genau
dann regulire Bilder, wenn Reg-Epi(K) eine Unterkategorie von K ist.
(3) Hat K Produkte, so sind ¥quivalent:
(i) K hat regulare Bilder.
(11) Fur alle kleinen D hat Ay: K —— [0,K] regulire Bilder.
Ist K auflerdem Reg-Epi-coklein, so ist zu (i), (ii) noch dquivalent:
(iii) K ist reguldr (s. [32]), d.h, fiir alle D hat AD regulare Bilder.
(4) Hat K endliche Potenzen und Kernpaare und ist K Egal-klein, so auch

Reg-Epi-coklein.

Beweis: Zum Nachweis von (1) vgl. [21] oder [60]. (2) f: A —>B sei in K,
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(ko’kl) ein Kernpear von f und ¢ ein Coegalisator von (ko,kl). Dann

ist der durch me = f bestimmte Morphismus m monomorph. Aus einer Fak-
torisierung m = gec' mit einem Coegalisator c¢' folgt ndmlich, da8 (ko,kl)
Kernpaar zu c'e , also c'ec Coegalisator von (ko,kl) ist, wenn Reg-Epi(K)
kompositiv ist. Damit sind ¢ und c'c isomorph in <A,Reg-Epi(K)>, also c'
ein Isomorphismus. Die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung ist klar.
(3) folgt aus (5.10). (4) Das Kernpaar eines reguléren Epimorphismus e:

A —> B kann man als Egalisator von AmA darstellen.

Weil es nach (9.1)(1) wichtig ist, eine universelle Teilklasse von Epi-
morphismen zu finden, die alle regularen Epimorphismen enthdlt, geben
wir hier noch zwei Kriterien fiir die Existenz einer solchen Morphismen-

klasse an. Trivial ist die

(2;2) PROPOSITION: G: Kl ___€>Ko sei ein Funktor, Eoc K° eine Teilklasse,

Dann gilt:

(1) Erhdlt G (verallgemeinerte) Pullbacks und ist E, in K (stark) uni-
versell, so ist G_l(Eo) in K| (stark) universell.

(2) Ist G fiir eine kleine Kategorie P D-stetig, so iibertrédgt sich Ab-

geschlossenheit gegenilber D-Limites von Eo auf G—l(Eo).

Wie in [60] werde fiir X< ObK im fhigenden mit C(X) die Klasse aller f:

A — B in K mit der folgenden Eigenschaft bezeichnet:Fiir jedes X€ X

und Jedes y:X —>B gibt es ein x: X —> A mit fx =y . 1

Die folgenden Eigenschaften bestatigt man ohne Schwierigkeiten:

(1) C(X) ist eine stark universelle Unterkategorie von K mit Retr(K) ¢

C(X). Ist X eine Generatorenmenge, so ist C(X)¢ Epi(K).

1

Der Operator C ist Bestandteil einer Galoiskorrespondenz zwischen (ver-
allgemeinerten) projektiven Objekten und "cofortsetzbaren” Morphismen
(vel. [59], [60]).
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(2) Die Morphismen in C(X) sind abgeschlossen gegen direkte Produkte,
(3) Besitzt G: K1 —> K einen Linksadjungierten F, so ist C{(F(X)) =

a~ex)).

(9.3) PROPOSITION: Fiir eine Teilklasse ECK sei G eine E-projektive
Generatorenmenge ., Dann existiert eine stark universelle Unterkategorie
E'cK mit EcE'c Epi(K), deren Morphismen gegen Bildung direkter Produkte
abgeschlossen sind. Insbesondere ist E ¢ Surj(K). Ist G: K1 —>K treu
und besitzt G einen Linksadjungierten F, so ist F(G) eine G_l(E)—pro—

Jektive Generatorenmenge und G—l(E)c SurJ(K).

Beweis: Fiir E' wdhlt man C(G). Die Aussage fiir F(G) verifiziert man un-

mittelbar,

(9.4) KOROLLAR: Hat K Pullbacks, Coegalisatoren zu Kernpaaren und eine

Reg-Epi-projektive Generatorenmenge, so hat K regulare Bilder.

Wir ibertragen jetzt die Satze aus §8 auf den Fall regulirer Bilder.

Zunéchst notieren wir das

(9.5) LEMMA: G: KL — K, sei ein Funktor.
(1) Fiir treues G gilt
-1

Reg-Epi(Kl)nG (Epi(Ko)) c FinG(Kl),

(2) Hat G einen Linksadjungierten oder hat K1 Kernpaare, die von G er-
halten werden, so ist
-1
FinG(Kl)n Gy (Reg—Epi(Ko)) c Reg—Epi(Kl).

(3) Gelten die Voraussetzungen von (1) und (2), so ist
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. -1 . -1
K & = )
Reg-Epi( l)" G " (Reg Epi(Ko)) F1nG(K1)n G (Reg Epi(Ko)),
und wenn G noch regulére Epimorphismen erhalt, so ist

Reg-Epi(K,) = Finy(K,) nG_l(Reg-Epi(Ko)).

(9.6) PROPOSITION: G: K; —> K sei schwach monadisch und K, habe

reguldare Bilder. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(1) K1 hat regulare Bilder, die von G erzeugt werden.

(ii) G erhdlt und reflektiert regulare Epimorphismen.

(iii) G erhilt regulare Epimorphismen.

(iv) Der Endofunktor T der durch G induzierten Monade erhdlt regulire
Epimorphismen,

Gilt eine dieser Aussagen, so sind reguldre Epimorphismen in K1 (stark)

universell bzw, gegen D-Limites abgeschlossen, wenn dies in K° der Fall

ist. AuBerdem iubertragt sich Reg-Epi-Cokleinheit.

Beweis: (i) =9 (ii) folgt aus (8.3)(1),(2), und (ii) = (iii) ist trivial.
Zu (iii) =3 (iv) ist zu bemerken, daB ein Linksadjungierter stets regu-
lire Epimorphismen erh#lt. (iv) =3 (i): Nach (8.3)(k) hat K1 monomorphe
G_l(Reg—Epi(Ko))-Bilder, so daB nach dem Dualen von (3.2)(3) Reg-Epi(Kl)

C G_l(Reg—Epi(Ko)) gilt. Wegen T(Reg-Epi(Ko))cEpi(Ko) ist nach (2.2)
auBerden G™'(Reg-Epi(K_)) ¢ Finy(K,), so dad mit (9.5)(3) 6™ (Reg-Epi(K ))

= Reg—Epi(Kl) folgt. Der Rest folgt aus (9.2) und (2.2).

(9.7) PROPOSITION: Eine treue Cofaserung P: K' ——>K mit Linksadjun-
giertem erzeugt reguldre Bilder. Hat K reguldre Bilder, so ist Reg-Epi{K')

= P_l(Reg-Epi(K))n FinP(K'), und K' ist Reg~Epi-coklein, wenn K es ist,

Beweis: Nach der zu (8.5) dualen Aussage erzeugt P aus reguléren Bildern
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monomorphe P_l(Reg—Epi(K))n FinP(K'v)—Biider. Wegen P—l(Reg-Epi(K))n
FinP(K') ¢ Reg-Epi(K') (vgl. (9.5)(2)) ~und P (Mono(K)) = Mono(K*)

folgen unter Beachtung von (3.11) und (2.2) alle Behauptungen.

(9.8) PROPOSITION: Die volle Unterkategorie K'c K erfiille eine der

folgenden Bedingungen:

(a) K' ist reflexiv und schwach Mono-abgeschlossen in K.

(b) K' ist reflexiv und schwach Reg-Epi-coabgeschlossen in K,

(¢) K' ist Reg-Epi-reflexiv in K.

(a) K' ist Epi-coreflexiv in K,

(e) K' ist reflexiv, und reguldre Epimorﬁhismen in K' sind auch reguléare
Epimorphismen in K.

(£) K ist reflexiv, und fiir den Reflektor R ist R(Reg-Epi(K))c Reg-Epi(K).

Dann erzeugt der Inklusionsfunktor reguldre Bilder. Hat K reguldre Bilder,

80 ist Reg-Epi(K') = Reg-Epi(K)n K' wund Mono(K') = Mono(K)n K', AuSer-

dem ist mit K auch K' Mono-klein bzw, Reg-Epi-coklein.

Beweis: Man wendet (8.6) en und hat in den Fillen (a) - (c) zu beachten,
dad wegen (9.5)(2) Reg-Epi(K)nK'c Reg—EpikK') gilt. Zu (d) ist zu be-
merken da8 K'! als Epi-coreflexive Unterkategorie auch Mono-coreflexiv
ist und somit (8.6)(d) anwendbar ist, Man hat sich dann nur noch davon
zu vergewissern, da8 die Epimorphie des Coreflexionsmorphismus die In-
klusion Reg-Epi(K) aK' ¢ Reg-Epi(K') zur Folge hat. Zu (e), (f) benutzt

man (8.6)(f)Die angegebenen Gleichungen folgen wieder aus (3.11).

Wir fassen im folgenden die vorangehenden S#étze so zusammen, daB dadurch
eine groBe Klasse konkreter Kategorien erfaft wird. Dabei bezeichnen wir

fir eine Kardinalzahl n2 1 mit Me® das n-fache Produkt der Kategorie der

- 67 - ' §9

Mengen mit sich selbst und mit M(’.n die Kategorie der n-fach punktierten
Mengen.l Fir n = 1 wird insbesondere mit Mel die Kategorie Me und mit

Mel die Kategorie der punktierten Mengen erfaft,

(9.9) THEOREM: G: K —> M mit M = Me" oder Me sei ein endliches

Kompositum G = Goo G °...*G, , derart daf G, schwach monadisch und G, fiir

1l<i%2k entweder eine Top-Kategorie oder die Inklusion einer vollen

Unterkategorie ist, die eine der Bedingungen (a) - (f) in (9.8) erfiillt.

Dann gilt:

(1) K ist vollsténdig und covollsténdig.

(2) K hat reguldre Bilder, die von G erzeugt werden.

(3) Bs ist Reg-Epi(K) = Ext-Epi(K) eine Unterkategorie von K mit Reg-Epi(K)
¢ surj(K).

(4) G ist treu, reflektiert Mono- und Epimorphismen und erhalt Mono-
und regulédre Epimorphismen.

(5) K ist Mono-klein und Ext-Epi-coklein.

(6) K hat einen Generator.

Beweis: In (1) ist nur die Existenz von Colimites problematisch, die
aber sofort aus (7.4%), (7.6) und (5) folgt. (2) - (5) ergibt sich im
wesentlichen aus (9.6) - (9.8). Dabei ist (9.6)(iv) wegen Reg-Epi(M) =
Retr(M) trivial erfiillt. In (3) ist dann nur noch Reg-Epi(K) ¢ Surj(K)
zu zeigen. Abgesehen vom Fall (9.8)(d) folgt das aus (9.2)(1). Sonst

mufl man das folgende einfache Lemma anwenden:

(9.10) LEMMA: Ist K' eine volle, Epi-coreflexive Unterkategorie und EcC

Surj(K) eine Teilklasse, so ist £ nK' ¢ SurJ(K'), sofern K Pullbacks hat.

1 Men ist die Kommakategorie <n,Me> .
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Zu zeigen bleibt (9.9)(6): "Der" in M existierende Generator wird durch
die Linksadjungierten der Gi - soweit existent - erhalten, weil die Gi
treu sind. Lediglich der Fall (9.8)(d) ist wieder gesondert zu betrach-

ten. Dort aber erhalt der Coreflektor Generatoren, weil der Coreflexions-

morphismus epimorph ist,

Die Vielzahl der Anwendungsmoglichkeiten fixr (9.9) legt den Versuch nahe,
einen allgemeinen Liftungssatz fiir reguldre Bildzerlegungen zu beweisen.

Als Vorbereitung d?zu dient die

(9.11) PROPOSITION: K1 habe Produkte und Kernpaare, die von G: K1 —
Ko erhalten werden. AuBerdem besitze K1 Coegalisatoren zu Kernpaaren und
sei Egal-klein. Dann gibt es zu Jedem Coegalisator e, G(Al) ———+'B° in
Ko, A€ ObKl, einen Coegalisator e Ay —>B, in K1 und ein x_: B,—
G(Cl) mit x e, = G(cl), so daB die folgende universelle Eigenschaft gilt:
Fiir alle dl: A1 -—)Dl in Kl und ¥ Bo -—?G(Dl) in Ko mit

(9.11.1) ¥, = G(dl) gibt es 'genau ein t.: ¢, ——>D_ mit t.c. = d. und

1° 71 1 171 1
G(tl) xo = yo

G(C )
G(e,) ' X
| o
a(a,) % :
¢ | G(t )
E;\i\\\\\\ﬂ v
G(Dl)

Beweis: Ist co Coegalisator zu fo’ g, 80 betrachtet man ein System

(ri,si), ieI, nicht-isomorpher Kernpaare mit Cobereich Al in Kl’ derart

dag es ein 3* in K mit 6(rl) 5 = £ wna o(s}) 3t = & gibt. Aufgruna
. o o 1’ Yo ) 1’ Yo o 810%. &r

der Existenz von Produkten, deren Erhaltung durch G und der Egal-Klein-
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heit ist I eine nicht-leere Menge, so daB man den Durchschnitt (rl,sl)
der Kernpaare (ri,si) bilden kann (vgl. [60] ). Dann gibt es ein 3, mit

G(rl) 3 R G(sl) J, =8, » 80 daB es zu c,, dem Coegallgator zZu

fo 1

Ts 8ps ein X, mit x. e, = G(cl) gibt, weil SR Coegalisator zu fo’ g,
ist. Zum Beweis der universellen Eigenschaft bildet man das Kernpaar zu

14 _
dl’ das isomorph zu einem der (rl,sl) sein muB. Daraus folgt dlrl = dlsl

so daB es genau ein tl mit tlcl = tl gibt. Aus der Epimorphie von c,

folgt dann ¥, = G(tl) X

(9.12) THEOREM: K., sei vollstéindig und Mono-klein. AuBerdem habe Ky

1
Coegalisatoren zu Kernpaaren oder sei Ext-Epi-coklein. G: Kl ————9Kc

sei treu und stetig, und Ko habe reguldre Bilder., Dann hat Kl genau
dann reguldre Bilder, die von G erzeugt werden, wenn G regulare Epimor-

phismen erhdlt,

Beweis: Nach (5.2) hat K1 epimorphe Mono-Cobilder, so daB es geniigt,
Ext-Epl(K )¢ Reg—Epl(K ) nachzuweisen. Ist d;: A) —>B, in Ext-Epi(Kl)
und G(dl) = y ¢, eine regulare Bildzerlegung, so gibt es nach (9.11) und
(7.6)(b) einen reguléren Epimorphismus ey A1 ————)Cl in Kl und ein X,

in Ko mit xe = G(c.). Dabei ist zu bemerken, da® e € Co-Egal(Ko) ist,

1

weil es Coegalisator des G-Bildes des Kernpaares von d, ist, Nun gibt

1

es ein t,: C; —>B, mit t,c; = d; wd G(t ) x =y . Mit y ist auch

x € Mono(Ko) und wegen G(cl)e Ext—Epi(Ko) sogar Isomorphismus. Weil G

treu ist und 4, ein extremer Epimorphismus, ist dann auch t, Isomorphis-

1 1

mus und damit d. e Reg—Epi(Kl).

1

Die Bedingung in (9.12), daB G reguléire Epimorphismen erhdlt, ist wesent-

lich. Das zeigt beispielsweise der Vergiffunktor von den kleinen Kategorien
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nach Me, der sogar einen Linksadjungierten besitzt, Bis auf die Erhal-
tung regulérer Epimorphismen sind hier alle Voraussetzungen von (9.12)

erfiillt, jedoch existieren in Caf keine reguldren Bilder (vgl. (A.2)).

_ Hat eine Kategorie eine regulér-projektive Generatorenmenge G, so ist
der durch G(u):= >< K(X,u) fiir alle ueK definierte Funktor G:K —>
Me treu und steti;(e,Gund G erhdlt regul8re Epimorphismen. Abgesehen von
der Vollsténdigkeit und Mono-Kleinheit ergibt sich also aus (9.12) ein

weiterer Beweis fiir (9.4).

Es sei noch darauf a.un{erksam gemacht, deB man entsprechend (5.11) die
Voraussetzung "Kl sei vollstandig und Mono-klein" in (9.12) durch "Kl

sei endlich vollstandig und Mono-endlich" ersetzen kann,

Abschliefend soll Jetzt untersucht werden, wann in einer Kategorie re-
guléire Bilder zugleich regulére Cobilder sind. Eine hinreichende Bedin-

gung dafiir ist die sogenannte Durchschnittseigenschaft amalgamierter

Summen : Pushouts von Monomorphismen sind Pullbacks, Diese wollen wir

zunichst wie in [24] ein wenig abschwiichen:

(9.13) DEFINITION: Ein Objekt B¢ ObK heiBt nicht susgeartet, wenn fiir
m e Mono{K) ~ Iso{K) mit Cob{(m) = B wnd jedes Cokernpaar (Jo,Jl) von m

3, F 3, folegt.

Hat K die Durchschnittseigenschaft amalgamierter Summen, so ist jedes
Objekt in K nicht ausgeartet, Das zeigt, daB ~ von der Existenz von
Cokernpaaren abgesehen - nur ausgeglichene Kategorien die Durchschnitts-

eigenschaft haben kdnnen, denn es gilt:

-1 - §9

(9.1h4) LEMMA: Besitzt K Cokernpaare zu Monomorphismen, so ist Be ObK
genau dann nicht ausgeartet, wenn jJeder Epimorphismus mit Cobereich B

ein extremer Epimorphismus ist.

K ist also genau dann ausgeglichen, wenn in K Jedes Objekt nicht aus-
geartet ist, Daraus ergibt sich beispielsweise ein Beweis fiir die Sur-
Jektivitat der Epimorphismen in Gip und ebenso in der Kategorie der

Boole'schen Algebren.

Wir bendtigen jetzt noch zwel weitere Lemmata, die von Dwinger [12_] und

Ringel [6h] bewiesen wurden:

(9.15) LEMMA: Zu jedem me Mono(K) ~ Iso(K) mit Cob(m) = Be ObK existiere

ein injektives Objekt C und Monomorphismen Jo’ le B ——>C mit Jom =
Jlm und Jo + Jl . Dann sind Pushouts von Monomorphismen in K Pullbacks,

sofern Pullbacks von Monomorphismen in K existieren.

Zum Beweis bestitigt man zundchst, daB Mono(K) léngs Mono(K) couniversell
ist, d.h. daB fiir jeden Pushout (qo,q1) zweier Monomorphismen (mo,ml) mit
gemeinsamem Bereich q, und 4, wieder monomorph sind., Sodann wendet man
die Voraussetzung von (9.15) auf den eindeutig bestimmten Monomorphismus
m an, der das Pushout (qo,q1) mit dem Pullback (po,p1) zu (qo,q1) ver-

gleicht, und erhdlt leicht, daB m Isomorphismus ist.

mo &‘
1%
(9.15.1) By, ° .
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Pushouts zu Monomorphismen, und Mono(K) sei lings Mono(K) couniversell in

K. Dann sind Pushouts von Monomorphismen Pullbacks in K,

Zum Beweis zeigt man, daB m in (9.15.1) epimorph ist: vgl. [6h]. Zusammen -
fassend ergibt sich mit (9.13) - (9.16):
Y
(9.17) THEOREM: K besitze Cokernpaare zu Monomorphismen,
(1) Dann gelten fiir die Aussagen
(i) In K sind Pushouts von Monomorphismen Pullbacks.
(ii) Mono(K) = Reg-Mono(K).
(iii) Mono(K) = Ext-Moeg(K).
(iv) K ist ausgeglichen,
(v) Jedes Objekt in K ist nicht ausgeartet,
die Implikationen (i) == (ii) == (iii) &=3 (iv) &= (v),
(2) Gilt aie Aussage
(vi) 1In K ist Mono(K) lings Mono(K) couniversell,
und existieren in K Pullbacks und Pushouts zu Monomorphismen, so
sind (i) - (v) &quivalent.
(3) Hat K geniigend viele Injektive und Pullbacks zu Monomorphismen, so
sind Monomorphismen couniversell in K (so daB also (vi) gilt), und

(i) ~ (v) sind dquivalent.

(9.18) KOROLLAR: Die ausgeglichene Kategorie K habe Pullbacks und Push-
outs zu Monomorphismen. AuBerdem habe K genligend viele Injektive, oder
es sei Mono(K) langs Mono(K) couniversell. Besitzt dannK regulére Bilder,
50 auch regulére Cobilder, und beide stimmen iberein, d.h.

Epi(K) = Reg-Epi(K) und Mono(K) = Reg-Mono(K)

auBerdem sind Pushouts zu Monomorphismen Pullbacks.
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Flir jeden Ring R ist die Kategorie der R-(Links-)Moduln ein Anwendungs-

beispiel fur (9.,18), weil sie bekanntlich geniigend viele Injektive hat.

In Grp sind die Monomorphismen nicht couniversell (deshalb hat Gip nicht
genugend viele Injektive!), wohl aber léngs Mono{Gtp), so da8 (9.,18)

auch hier anwendbar ist.

10, Charakterisierung reflexiver Unterkategorien monadischer Kategorien

Ausgangspunkt fir die Charakterisierung ist die Beschreibung priamonadi-
scher Funktoren. Léngs derartiger Funktoren wurden bereits in (7.4)

und (8,4) die Existenz von Limites und Colimites sowie Kleinheit und
Cokleinheit "geliftet". Unmittelbar aus der Definition (1.7) entnimmt
man, da8 ein prémonadischer Funktor treu ist und folglich Mono- und
Epimorphismen reflektiert. AuBerdem reflektiert er Isomorph;smen und
Limites. Aus der folgenden Charakterisierung entnimmt man zus&tzlich,

daf er Retraktionen in Coegalisatoren reflektiert.

(10.1) PROPOSITION: G: Kl ————)KO besitze einen Linksadjungierten F

mit Coeinheit g: FoG ————)Kl. Die folgenden Aussagen sind #&quivalent:
(i) G ist prémonadisch.
(i1) G reflektiert recutsinvertierbare Coegalisatoren, d.h. firr alle
= - a
£ &> C € K1 mit c,f, = ¢ g, fir die G(cl) Retraktion un
Coegalisator zu G(fl), G(gl) ist, ist ¢, Coegalisator von f,, g,.
(11i) Fiir alle A e ObK, ist e(A;) Coegalisator zu FeGeg(A,), eoFeG(A).

(iv) € ist punktweise ein Coegalisator,
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(v) € ist punktweise ein regularer Epimorphismus.

(vi) G ist treu und € punktweise G-final,

(vii) G reflektiert Retrektionen in Coegalisatoren.

(viii) G reflektiert Retraktionen in regulédre Epimorphismen,

(ix) G ist treu und reflektiert Retraktionen in G-finale Morphismen.

Beweis (vgl. [66], [67], [70]): (1) =2 (i1): Zu by mit b f) = h.g

es genau ein ‘mit 3 G(c.) = G(h,). Weil G(c,) eine Retraktion ist,
o ¢} 1 1 1

gibt

induziert J einen Morphismus 3'0: K(Cob(cl)) ——)K(Cob(hl)), wobei K

der Vergleichsfunktor (1.5) ist., Deshalb existiert genau ein ‘71 mit K(Jl)
2

= J,» also G(Jl) = J, wnd damit j,c, = h,. (ii) = (iii) =2 (iv) => (v)

ist trivial und (v) = (vi) folgt aus (9.5)(1). (vi) =3 (i): Mit G ist

auch K treu. Fiir Ho; K(Al) —)K(Bl) folgt hOG(E(Al)) G(E(B‘l.) F(ho)),

so daB es ein h;: A; —>B, mit G(hl) =h, alsoK(hl)

}_10 gibt., Zum
Nachweis der Aquivalenz von (vii), (viii), (ix) zu den vorangehenden
Aussagen wendet man das folgende Lemma an:

(10.2) IEMMA: Ist fir c Bl —)Cl in Kl G(cl) eine Retraktion, so

l:

i = Co-
A —>B in Kl, derart dad c,f c.g. und G(cl) )

gibt es f 1 181

1> &F
egalisator zu G(fl), G(gl) ist.

(10.3) KOROLLAR: Ist G: Kl —)KO prémonadisch, so ist Mono(Kl)C

InitG(Kl). Insbesondere ist mit Ko auch Kl Mono-klein,

Der Beweis folgt aus (3.8) und (10.1)(v), kann aber auch leicht direkt

gefihrt werden.

(10.4) KOROLLAR: H: Ké —)Kl und G: Kl ——)Ko seien rechtsadjungierte
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Funktoren. Ist GeH pramonadisch, so auch H. Ist Reg-Epi(Kz) eine Unter-

kategorie von K2, 80 ist mit G uad'# auch GeH prémonadisch.

Der Beweis ergibt sich unmmittelbar aus der Darstellung der Coeinheit

von GeH und (lo.1)(v).

(10.5) PROPOSITION: G:Kl —)Ko besitze einen Linksadjungierten F, und

t sei die induzierte Monade iiber Ko' G habe fiir Mlc Mono(Kl) Ml-Cobil-

d.er.:L Dann gilt fiir den Vergleichsfunktor K: Kl —)KZ :

(1) Ist G(QKl(Ml))c QKO(MO) fir eine Teilklasse Moc Ko mit der Eigen-
schaft, daB aus mn e Mo’ m e Mono(Ko) stets n_¢ Mo folgt, so erzeugt
K Ml—Morphismen aus Gt-l( Mo)—Morphismen.

(2) Hat G sogar epimorrphe Ml-Cobilder, so erzeugt K Egalisatoren (als
Limites), wenn Mlc InitG(Kl) gilt oder K Egalisatoren (als Limites)

reflektiert, also insbesondere, wenn G prémonadisch ist,

Beweis: Zu Exc: (Ao,ao) —)K(Al) = (G(Al), Goe(Al)) in Gt-l(Mo) betrach-
tet man eine Zerlegung m = G(ml) e, mit m e Ml’ e < QG(Ml)' e, bestimmt
den QKl(Ml)-lvbrphismus e, = E(Bl) F(eo) , und wegen G(ml) € Mono(Ko) folgt
€8, = G-(el), Deshalb liegt ein Morphismus Eo: (Ao,ao) —ﬂ((Bl) in KZ

vor.
(1) G°FvG(B1)
GoF(AO) G°F(m°) GuFoG(Al)
(e;) J
ag n(a) 6(8;) Gee(a,) neG(A,)
e, G(ml)
A - > G(Al)
[o]

1 Nach (4.7) kann man die relativen Cobilder aus Cobildern in Kl erhalten.
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Wegen G(ml)E'Mono(Ko) ist mit m e Mo auch e e Mo' Wegen (3.3)(2) und

a € Epl(Ko) ist mit G(el) Fuch e € QKO(MO)’ so daB e € Iso(Ko) folgt.

m : C
(2) Es sei m, Egalisator zu K(ul), K(vl) mit w ., vy A1 —C
Dann ist wm = v, und es existiert ein doz G(Bl) ———9'A° mit modo =

in Kl.

G(ml), also doeo = Ao und spmit wegen G(ml)e Mono(Ko) e, Isomorphismus.

Dann ist K(m ) Egalisator zu K(w ), K(v,), also m, Egalisator zuwu , V.,
n Y 1 YN

1
wenn K Egalisatoren reflektiert oder M1 <InitG(Kl) ist.

[
(10.6) THEOREM: Bei den folgenden Aussagen‘fﬁr einen Funktor G: K; —
Ko und eine Teilklasse Moc Mono(KOL impliziert jede Aussage die folgende:
(1) Bis auf eine ‘Aquivalenz L ist G der vergeBliche Funktor einer

vollen, Qot((}t (Mo»-reflexiven Unterkategorie L einer monadischen

Kategorie ° KZ iiber Ko’ d.h. G ist das Kompositum G = 6o In L :

AN KZ
Lls G®
T

(ii) wie (1), Jedoch ist In die Inklusion einer vollen, reflexiven und
schwach Gt_l(ﬂo)—abgeschlossenen Unterkategorie L.

(iii) wie (i), jJedoch ist In die Inklusion einer vollen, reflexiven
Unterkategorie L.

(iv) G ist pramonadisch.

Alle vier Aussagen sind dquivalent, wenn Ko gpimorphe Mo—Cobilder hat,

aus denen G (epimorphe) G-l(Mo)—Cobilder erzeugt, und wenn entweder

(a) Kl Coegalisatoren zu G-gbsoluten Paaren hat

oder (b) Kl Produkte hat und Ko 'QE (Mo)—coklein ist.
o

Beweis: (i) => (ii) folgt aus (6.4)(2) und (i1) =9 (iii) ist trivial.
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(111) =9 (iv) Die zu G gehdrige Coeinheit € stimmt bis auf Isomorphie
mit R-EE In {iberein, wobei R ein Reflektor zu In und et die Coeinheit

zZu Gt igt. Weil R Colimites erhélt, folgt der Beweis aus (10.1)(iv).
(iv) = (i) Man fakto;isiert den Vergld.chefunktor liber sein (existieren-
des) Bild und erh#lt K = In*L mit einer Aqivalenz L, Nach (8.L4) ist Kl
Qz (G_l(Mo))—coklein, so daB wegen (7.5) die in (a) genannten Coegalisa-
toien auch im Fall (b) existieren. Deren Existenz garantiert nach (6.6)
(iii) die Existenz eines Linksadjungierten zu K und damit zu In. Wegen

G(Qy (G"l(Mo)))cQK (M) folgt aus (10.5)(1) wnd (3.2)(2), dad X uwnd
1

o t-l

damit In schwach abgeschlossen gegen G (Mo)-Morphismen ist. Mit (6.4)(1)

A
und (8.3) erglibt sich dann die Q°1_'(Gt (M) -Reflexivitat .
K

o)

Zu bemerken ist, daB auch unter den genannten Zusatzvoraussetzungen
die Aquivalenz (i) &= (ii) nicht besagt, daB jJede volle, reflexive Unter-
kategorie einer monadischen Kategorie (zumindest) Epi-reflexiv ist, sie

148t sich lediglich wie in (i) darstellen!

(}9;1) THEOREM: Ko sei vollsténdig und Mono-klein. Auperdem habe Ko
reguldare Bilderl. Dann sind folgende Aussagen fiir den Funktor G:Kl —>
Ko dquivalent:

(i) Bis auf eine ‘Aquivalenz L ist G der vergefliche Funktor einer
vollen, Reg-Epi-reflexiven Unterkategorie L einer monadischen
Kategorie KZ ber Koimit t = (T,n,u, T(Reg—Epi(Ko))t Reg—Epi(Ko),
also G = Gt° In°L .

(ii) Wie (i), jedoch ist In die Inklusion einer vollen, schwach Produkt-
und Mono-abgeschlossenen Unterkategorie [ von Kz.

1 Das ist nach (9.1) uwnd-(7.6) sicher dann der Fall, wenn Reg—Epi(Ko)c
SurJ(Ko) gilt und K Ext-Epi-coklein ist.
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(i1i) G erhdlt und reflektiert regulire Epimorphismen und hat einen

Linksadjungierten, und Kl hat Coegalisatoren.

Ist eine der drei dquivalenten Bedingungen erfiillt, so ist Kl vollstandig,
Mono-klein und Ext-Epi-coklein., Kl hat reguldre Bilder, die von G erz;ugt
werden, sowie verallgemeingrte Coegalisatoren, Kl ist (P-) covollstindig,
wenn Ko es ist, und besitzt einen (Reg-Epi-projektiven) Generator, wenn
K0 einen hat. Sind in Ko regulére Epimorphismen universell oder gegen

(D-)Limites abgeschlossen, so auch in Kl'

v
Beweis: (i) =2 (ii) folgt aus (6.h)(2)J (11) =9 (4ii): Kz hat nach (9.6)
regulére Bilder und ist nach (9.1)(4) und (8.4) Reg-Epi-coklein, so daB
nach (6.3) L Reg-Epi-reflexiv in Kz ist. Damit folgt (iii) aus (9.6),
(9.8) wnd (7.5). (ii1) =3 (1): Wegen (10.1)(vii) wd (6.7)(b) hat man
die Darstellung (10.6)(iii), wobei t = (T,n,u) die durch G induzierte
Monade ist und deshalb T(Reg—Epi(Ko))< Reg-Epi(Ko) folgt. Weiter ist Kl
vollsténdig, Mono-klein und hat Coggalisatoren, so daB Kl nach (9.12)
regulare Bilder hat, die von G erzeugt werden. Damit folgt alles aus
(10.6). 2um Beweis der Zusatzaussagen beachte man noch (7.4), (9.2)

wd (9.3).

(10.8) BEMERKUNGEN:

(1) Im Falle K = Me sind die Voraussetzungen von (10.7) erfiillt,

und jeder Funktor T: Mé —Me erhdlt regulare Epimorphismen. (10.7)
ist denn im wesentlichen Thm.3, Kap.Il in 56].

(2) Unter den Voraus;etzungen von (10.T) ist G genau dann regulér im
Sinne von Herrlich [32], wenn G eine der dquivalenten Bedingungen aus

(10.7) erfillt und identitiv Isomorphismen erzeugt.
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AbschlieBend beweisen wir noch fiir den Fall der Basiskategorie Me einen

"inneren" Charakterisierungssatz:

(10.9) KOROLLAR: Fiir jede Kategorie K sind die beiden folgenden Aussa-—

gen #Aquivalent:

(i) K ist &quivalent zu einer vollen, Reg-Epi-reflexiven Unterkategorie
einer monadischen Kategorie iiber Me.

(ii) K ist covollstdndig und besitzt einen Generator P mit

C({P}) = Reg-Epi(K) {vel. (9.3)).

Beweis: (i) =¥ (ii) Nach (10.T) ist K covollstdndig. Weil es einen
treuen Funktor G: K —> Me mit Linksadjungiertem F gibt, ist F(X),
X # ¢ Menge, stets ein Generator in K, und es folgt

C({F(X)}) = 67 (C(x}) = ¢ (Reg-Epi(Me)) = Reg-Epi(K) :
vgl. Bemerkung (3) vor (9.3) sowie (10.7)(iii).
(ii) = (i) Man betrachtet den Hom-Funktor G := K(P,-) : K ——>Me .
Weil K Copotenzen (einschlieBlich Anfangsobjekt) besitzt, hat G wie jeder
Hom-Funktor (sogar jeder darstellbare Funktor) von K einen Linksadjun—
gierten F, der sich so wihlen 188t, daB F(1) = P ist (1 = {0}). Somit
folgt G_1(Reg—Epi(Me)) = 67 (C((1})) = C({B}) = Reg-Epi(K) ,

so daB (10.7)(iii) erfiillt ist.

Man bemerkt, daB man von der Covollstdndigkeitsvoraussetzung in (ii)
nur die Existenz von Coegaiisatoren und Copotenzen des Generators P

benutzt.
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11. Die Isomorphieséitze der Algebra und das Lemma von Zassenhaus

Wir formulieren Jetzt zunichst eine Ergénzung zu §3, die nachtréglich

auch den Gebrauch der Bezeichnung "Urbild" in (0.,2) rechtfertigt:

(11.1) PROPOSITION: G: Kl —> Ko sei ein Funktor, Mlc Kl eine Teil-

klasse mit Iso(Kl)C Ml und Ml'Iso(Kl) cM,, und Ko habe Pullbacks, Fir

1’
alle £ : A —> G(Al) in K erh#&lt man einen Funktor

o] [+ o]
1
(-) : <M.A,
der auf den Objekten durch Auswahl der Pullbacks in Ko gegeben wird:

£ »
_ °
Py (B;)
-1

fo (ml)l Pb, l G(nL_L) (mle Ml)

_—
A, f G(Al)
[o]

£ >——><K ,A> ,
o o o

G hat dann und nur dann lokale Ml—Cobilder, wenn f;l(—) einen Linkssad-

Jungierten besitzt.

ist
Beweis:Hat G lokale M, -Cobilder un}\?o: B, —> A in 0b<K_,A >, 8o de-
finiert man den Linksadjungierten fo(—) von f;l(—) euf y_ so, dad
G(fo(yo))eo = foyo ein lokales Ml—Cobild ist. Die Adjunktionseinheit
. -1 _ \ _ ,
n(yo) wird durch f_ (fo(yo))n(yo). =¥, wd fon(yo) e, bestimmt. Ist
umgekehrt fo(-) linksadjungiert zu f;l(—), so definiert man durch m, :=

= Pt s - .
fo(Ao) und e : fon(Ao) ein lokales Ml Cobild zu £: f= G(ml) e,

Natirlich kann man jetzt versuchen, lokale Ml—Cobilder mit Hilfe des
Adjoint Functor Theorem zu konstruieren, erhdlt dadurch jedoch nur einen

"neuen" Beweis fiir (5.1). In Verbindung mit (4.4) folgt speziell:
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(11.2) KOROLLAR: K habe fiir die Unterkategorie M von K, die alle Iso-
morphismen enthalte, M-Urbilder, Dann existiert fiir alle f: A —> 3B
at

in K genau dann ein Linksadjungierter zu £ 1(-): <M,B> —» <M,A> ,

wenn K M-Cobilder hat,

(11.3) £1in Analogon soll jetzt fiir Kernpaare hergeleitet werden. Wie in

[60] definiert man, daB die Kategorie K Urbilder von Kernpaaren hat,

wenn fiir alle £f: A —> B und jedes Kernpaar (ko,kl) mit Cobereich B

-1 - ] (] X! = [] =
ein Kernpaar f (ko,kl) = (k('),kl) und ein f'e K mit fki =k f',1=0,1,

existiert, so da@ folgende universelle Eigenschaft gilt:

Fiir alle g, r, mit fry = k, g, 1=0,1, gibt es genaun ein t mit f't = g

und ki t = T, i=0,1.

Offenbar hat K Urbider von Kernpaaren, wenn K Kernpaare hat. In diesgem
Fall hat man fiir alle f: A —>B einen Urbildfunktor

f—l(—): <Kkp(K) ,B> —> <Kp(K) ,A> ,
wobei flir X€ObK mit <Kp(K),X> die offensichtliche (Komma-)Kategorie

der Kernpaare mit Cobereich X bezeichnet wird.

f-l(-) besitzt offensichtlich denn einen Linksadjungierten f{-), wenn K
auferdem Coegalisatoren hat. In Analogie zu (11.2) nennt man fiir (ko,kl)

€ Ob<Kp(K) ,A> f(ko,kl) das Bild von (ko,kl) unter f.

Zwecks Abkiirzung der Darstellung treffen wir fiir den Rest des Paragraphens

folgende
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Generalvoraussetzung: K habe Pullbacks und Coegalisatoren, und regulire

Epimorphismen seien universell in K.

Damit existieren in K regulire Bilder (vgl.(9.1))sewie Bilder und Ur-
bilder von Kernpaaren, Wir verwenden fiir den Rest des Paragraphensdie

folgenden suggestiven Bezeichnungsweisen:

(1) Ist (ko,kl) € Ob<Kp(K) ,A>, so0 bezeichnen wir "den" Coegalisator zu
; A
‘k , k B
o X1 auch mit "(ko’kl) und éeinen Cobereich mit /(ko’kl)
(2) Fiir f: A—> B hat man die adjunglerten Funktoren

<Mono(K) JA> L”* <Mono(K) ,B> .

£71(2)

Ist £ = me Mono(K) wnd n e Ob<Mono(K),B>, so sel man :=m m'l(n) .
(3) Fiir f: A —> B hat man ferner.adjungierte Funktoren
)
£(-) |
<Kp(K) ,A> <Kp(K) ,B> .
_

-1
(=)
(Wegen der Verschiedenartigkeit der Argumente sind Verwechslungen

mit (2) nicht zu beflirchten) Fir f = m €Mono(K) und (ko,kl)e Ob<Kp(K) ,B>
_ -1
sei mn (ko,kl).— m (ko,kl) .

(4) Fir (ko,kl)e0b<lep(K),A> und me Ob<Mono(K) ,A> sgei (ko,kl) m =

-1
" (w (m)) .
() k)
Aus der Existenz regulérer Bilder ergibt sich trivial das

(11.4) KOROLLAR (1. Isomorphiesatz): Fiir jeden Morphismus f: A —> B
st Ber(2(A) ¥ M Ly

: o"1
wobei (ko.kl) Kernpaar von f ist.
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(11.5) THEOREM (2. Isomorphiesatz) : Fiir ue Ob<Mono(K),A> und (ko,kl)e

0b<Kp(K),A> gllt

Ber(u) v Ber((k ,k,) u)//
un(k k) (k k) w)n(k Lk, )
Beweis:
K' u’ K
~
\\ ,
\3 mv
\N "n k
1 ]
ko 1 K o[ 1
k" ”

cl

Es sei (ké,ki) =un (ko,kl) und (k;,k'l') =m'n (ko,kl). Als Kernpaar von
cu=maq ist (k(') ,ki) wegen m eMono(K) auch Kernpaar zum reguldren Epi-
vy
morphismus q, so daB q Coegalisator von (k(’),ki) und somit D = /(k;,ki)
ist, Ebenso ist (k'('),k'l') als Kernpaar von ¢ m' = m ¢' auch Kernpaar

von c'; weil mit ¢ auch c¢' reguldrer Epimorphismus ist, ist c' Coegali-

~n P
sator zu (kg.k;) und somit D = /(k;’kgl'.) .

(11.6) THEOREM (3. Isomorphiesatz) : Fir (k ,k,), (n_,n,) € ObxKp(K) ,A>

mit (ko,kl)é (no,nl) (in der Ordnungskategorie <Kp(K),n) gilt

A
A/ z /(ko ’kl)/ .
(no’nl) "(ko,kl)(nO'nl)



~ 8L - § 11

Beweis:

Der (einzige) Morphismus J: (ko,kl) —)(no,nl) in <Kp(K) ,A> impliziert

die Existenz eines p mit p 7 Offenbar ist p ein Co-

(k sk, = "(no,nl)'

egalisator zu “(ko’kl)‘ n,, T n,, so daB (né,n-

)= (n_,n.)
(ko,kl) 17, (ko,kl) 0”1
Kernpaar von p ist., Damit ist p sber auch Coegalisator zu (n('),n]'_), also

A B . . . .
Cob(p) = er(p)/(n' weil wegen R?g—Epl(K)c Surj(K) q epimorph ist.
o

;ag)’

i

Aus [60] ibernehmen wir noch einen weiteren Satz, der im Spezialfall K =
Grp die Bijektion zwischen den Normaslteilern iiber dem Kern eines surjek-

tiven Gruppenhomomorphismus und den Normalteilern im Bild zur Folge hat:

(11.7) PROPOSITION: Ist (ko ,kl) Kernpaar des reguliéren Epimorphismus

e: A — B, so existieren zueinander adjungierte Aquivalenzen

<k ok ), <Kp(K) 45> —=Ds qep() 3>

e71(-)

Ein wenig komplizierter ist es, die Aussage des Lemmas von Zassenhaus
etwa aus der Gruppentheorie in allgemeine Kategorien zu ijbertragen. Hier
f411t ndmlich wesentlich stérker als bei den vorangegangenen Isomorphie-
sétzen ins Gewicht, daB man im abstrakten Fall Normalteiler und Unter-

gruppen suf ganz verschiedene Art und Weise darstellt, namlich als Kern-
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paare und Monomorphismen, so daB beispielsweise schon eine bloBe Hinter-
einanderschaltung nicht mdglich ist. Das &ndert sich ganz wesentlich, wenn
man wie Wyler [81&] zugéitzlich die Existenz von Nullmorphismen fordert,
weil man dann mit Kernen und Monomorphismen rechnen kann. Aber bekanntlich
sind schon recht"einfache" algebraische Kategorien wie etwa Halbgruppen
oder Ringe mit Eins nicht punktiert,

Wesentlich fiir das folgende ist das wohlbekannte

(11.8) IEMMA: Im kommutativen Diagramm (11.8.1) seien die Grundflache
und die linke Seitenfléche Pushouts. Dann ist auch die rechte Seiten-

fliche ein Pushout.

/x" w!
(11.8.1) . NS,
y

-

Aus der Generalvoraussetzung ergibt sich inabesqndere die Existenz von

Pushouts zu reguléren Epimrphismen. Daraus wiederum erhdlt man die

Existenz endlicher Vereinigungen von Kernpaaren, alsovon endlichen Su-

prema in der Kommakategorie <Kp(K);X>, Xeobk (vgl. [60]). sind (ko’k1)’

(no,n1 }e Ob<Kp{(K),X>, so bezeichnen wir ihre Vereinigung mit
(ko,k1)(no,n1).

Weil wir im folgenden auch Pushouts zu reguléren Epimorphismen und Mono-

morphismen bendtigen, setzen wir zusétzlich die Existenz von Pushouts voraus.

(11.9) THEOREM (Lemma von Zassenhaus): Es seien u: U—— A, v: V—>A
k n

Monomorphismen und K —°—3U, N—2v Kernpaare, Man bildet dann ein
k n

Pullback (u',v') zu (v,u} und setzt |

ir= ) o T (v'), §:=

-1 (ko’k1) (ko’k1) -

Tn 0.0 0 )(u‘), x:= nU(v'), yi= nv(u') mit den Adjunktions-
0?1 0’1

. . -1 -1
einheiten UNE Id — ﬂ(ko’k1)°"(ko’k1) ’ nv. Ia — "(no,n1)° n(no,n1).
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1TK:

Ber(i)=:K(UaV)€

Dann gilt:

Ber(i)
/in(ko’k'l ) (x(u'a (no,l'l1 )

n

Ber(uav)
(v'n(ko,k1))(u'n(n°,n1))

Ber(j)
(.in(no.n1))(y(v'n(ko,k1))) .

)

n

Beweis (vgl. folgende Seite): Es sei (e',d') Pushout zu (d,e), (eyx) Push-
out zu (x,e) und (d,y) Pushout zu (y,d); dabei entstammen die reguléren

Epimorphismen d, e den Bildzerlegungen s d = Ty v und tes= L u' .
Mitdendurchb5=e'1'rl'c,b3_c=d' und ca=d'ﬂ&,c§=e' be-
stimmten reguléren Epimorphismen b und ¢ folgt nach (11.8), daB (b,e’)

Pushout zu (E,ﬂk) und (c,d') Pushout zu (a,ﬂﬁ) ist. (ké,k;) := 1ina (ko'k1)

ist als Kernpaar von T, i = s m! auch Kernpaar von 7! , so daB m! Co-

K K K K
egalisator zu ké, k; igt; ebenso ist ﬂﬁ Coegalisator zu (né,n;) = jn
(no,n1). Analog zeigt man, daB d bzw. e Coegalisator zu (kg,kq) = v'a

(ko,k1) bzw. (ng,nQ) 1= u'n(no,n1) ist. SchlieBlich ist aufgrund der

Konstruktion von Bildern von Kernpaaren e bzw. d Coegalisator zu (50,51):=

x(ng,nq) bzw, (EO,E1) = y(kg,kq). Weil nun g :=be, p:=e'd,r:=

¢ d Coegalisator von (qo,q1) 1= (ké,k;)(ﬁo,ﬁ1) . (Po'P1) :=(kg,k¥)(ng,n?),

(ro,r1) = (ng,n;)(EO,E1) resp. ist, ergibt sich die Behauptung.
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(11,10) BEMERKUNG:

(1) Die in diesem Paragraphen benutzten Voraussetzungen sind in jeder
vollen, Reg-Epi-reflexiven Unterkategorie einer monadischen Kategorie
iiber der Kategorie der Mengen erfiillt: vgl. (10.7), (10,8)., Damit sind
insbesondere die von Wyler [BhJ genannten Beispielkategorien erfaBt,
ndmlich alle Varietften, deren Algebren eine Gruppenstruktur zugrunde-
liegt, derart daR die einelementige Untergruppe auch eine Unteralgebra
ist; hier sind dagegen alle Varietdten zugelassen. Gleichzeitig werden
die entsprechenden Séitze fiir Kategorien von Q~Algebren (vgl. z.B. Cohn
0] 11,6) erfast.

(2) In einer spidteren Arbeit sollen die hier begonnenen Untersuchungen

fortgefihrt werden.
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V. KATEGORIEN UNIVERSELLER ALGEBREN

12, Typen Birkhoff'scher Algebren und algebraische Theorien

Unter einem Typ versteht man in der universellen Algebra (vgl.z.B. [9])
eine Menge {1 sogenannter formaler Operationen zusammen mit einer Abbil-
dung s von Q in die Menge N der natiirlichen Zahlen 0,1,2,..., die jedem
wef seine "Stellenzahl" s(w) zuordnet. Die Fasern dieser Abbildung
liefern eine Folge von Mengen Q(n), und umgekehrt gibt jede Mengenfolge
AnlaB zu einem Typ. Aus kategorieller Sicht versteht man daher unter
einem Typ ein Objekt in M?_'N, der "N-fachen" Potenz der Kategorie der
Mengen. Statt N kann man allgemeiner irgendeine Teilklasse § der Klasse
K aller Kardinalzahlen mit le¢ § nehmen. Die zur 1|rollen, von § in Me er-
zeugten Unterkategorie duale Kategorie werde mit S bezeichnet, Jedes

n 4: 0 in 8 = ObS ist dann eine n-fache Potenz von 1 mit Projektionen

LIPS —>1, ien; im Falle O¢ § ist O ein Endobjekt in S.
»

Eine algebraische Theorie (zu $) ist ein Produkt-stetiger Clone A: S—> A,

Fiir n # 0 in $§ ist also A":= A(n) mit den Projektionen 'ﬂ“: n T A('rr‘,L n)
bl »
eine n-=fache Potenz von Al (statt Tr‘: n schreiben wir oft einfach L n);
’ »

im Falle Oc¢ § ist A® ein Endobjekt in A. Mit ALgTh.S wird die volle Unter-
kategorie aller algebraischen Theorien in der Kommskategorie <S,Clone>

bezeichnet, Im Falle $ = K schreibt man einfach M’_gTh. 1

Man definiert einen "vergeBlichen" Funktor

U t= Uy : AlgThg — 1S

durch U(A)(n) := A(A",AM) fiir A: S —>A

und U(J)}(n) :=J
1

fiir J: A ——B in AlgThg, wobei J | die
’

Ist & nicht klein, so hat man geeignete mengentheoretische Vorkehrungen
zu treffen,

n,l
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evidente Einschrénkung des J zugrundeliegenden und wieder mit J bezeich-

neten Funktors J: A —> B := Cob(B) bezeichnet.

(12.1) THEOREM: Fiir kleines 8 ist der Funktor US schwach monadisch,

Beweis: Zunédchst wird v6llig analog zu [53J ,3.1 ein Linksadjungierter
zu U konstruiert. Der einzige Unterschied besteht darin, daf man die in
[53] vorgenommene induktive Konstruktion ordinal fortsetzen muS, weil §
nicht-endliche Kardinalzehlen enthalten kann,

Es sei also 2: 8§ — Me, Dann konstruiert man die "freie von Q erzeugte
algebraische Theorie" (zu $), indem man zundchst fiir jede Ordinalzahl a

eine Menge Ma(n,k), n,ke $, angibt:

Anfangsschritt:
Mo(n,k) = (Qn)v {'ni o’ ien})k (Die Vereinigung ist disjunkt
N »
zu nehmen; fiir k = 0 ist Mo(n,k) einelementig.)
Nachfolgerschritt:
k .
Ma+l(n,k) = Ma(n,k)v Ma(n,l) v {(t,0): Es gibt ein me § mit
Oe Ma(n,m) wd T &M (m,k)}
Limesschritt:
M (n,k) = \o/ My(n,k)
@ Bea B
Man setzt dann M(n,k) := \_/ M (nk) wd M := \_” M(n,k) mit

o Ordinalz, n,kes
disjunkten Vereinigungen.

Die Elemente in Ma(n,l)k fiir k £ 0 sind Abbildungen f: k —¥ (n,1),
die im folgenden immer durch ihre Werte in der Form f = <f(i): i¢ k>

angegeben werden. Im Falle k = 1 identifigiert man <f£(0)> = £(0).

Auf M wird nun die kleinste Aquivalenzrelationvmit den folgenden Eigen-

schaften betrachtet:
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(1) Fir oeM(n,k) und Y, € M(0,0) gilt

(¥,,0) ¥ 0 fiir k=0 und (< 1ek>0) V0o firk $0

‘n‘ .
1,k

sowie (O,Yo)'\:o fiir n=0 und (o,<m : Jen>) v fiirn*O.

J,n

(2) Pir ceMin,m), TeM(mk) und peMk,t) gilt ((p,T),0) v (p,(1,0)).

(3) Fir 0, 0'¢ M(n,m) und T, 7'€ M(m,k) mit o v o' wnd T v 7' gilt
(1,0) v (1',0").

(4) Fur 0, TeMn,k) nd k =0 ist o~ 1T .

(5) Fir o, ¢ M(n,1), 1€k, k $ 0, gilt (n iek>) v o

fur alle i€k,

1,k ¢ i

(6) Fir oeM(n,k), k § 0, gilt <(1ri (s0): iek> v,
¥
(7) Fir o, T,€M(n,1) mit o, v 1,, i€k, k $ 0, gilt <oy: 1ek>
<T.: iek>.
1

Dabei sind n, k, my, t ¢8§.

Die Eigenschaften (1) - (3) erlauben es, auf einer Klasse von Reprasen-
tanten der v-Aquivalenzklassen eine Kategorienstruktur zu erkléren., Als
Objekte der so erhaltenen Kategorie FQ kénnen die Elemente in $ angese-
hen werden. Wegen (4) ist 0 (im Falle O¢ $) Endobjekt in F.,, und (5) - (7)
garantieren, daB k % O auch in FQ eine k-fache Potenz von 1 ist, Der
offensichtliche Funktor FQ: S —)FQ ist also eine algebraische Theorie.
Bezeichnet man fur ne¢ $ mit n(R)(n): QAn) —> FQ(n,l) die entsprechende
Einschrankung der kanonischen Projektion, so weist man leicht nach, da
hiermit die Einheit einer Adjunktion definiert ist, Weil n(Q)(n) injek-
tiv ist, konnen die "Operationen" in Q(n) als Morphismen in FQ(n,l) auf-

gefaBt werden. AuBerdem ist deshalb der Linksadjungierte zu U treu.

Es bleibt zu zeigen, daB ALgThs Coegalisatoren U-absoluter Paare besitzt,
die von U erhalten und reflektiert werden. Es seien also J, J' : A —B
in A!.gThs und k: U(B) —> Q ein absoluter Coggalisator zu U(J), U(J').

Fir n, ke 8 sei dann
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' {¥(n)} fir k = 0
e(ct,cf) o= { k
R(n) fir k # 0
Dabei ist y: 8 —> Me irgendeine injektive Abbildung, deren Werte nicht

in den Q(n)k vorkommen, und

[}
o

ot .= {Y(O) fir n
K(n)n(«r?,n: ien>) firn$0.
K, i B(8",85) — > C(C®,c%) werde durch
¥
y(n) fir k =0
K . (w) 1= {
nk K(n)k(ﬁr]i3 K Wi k>) fiir k § 0
»

definiert., Fir n, k, m€ $ betrachtet man dann das Diagramm

, I xJ K _xK
A(Am,AkﬁtA(A_n-,Am) m!k nﬂ B(Bm,Bk)XB(Bn,Bm) m,k n,m C(Cm,Ck)xC(Cn,Cm)
]
Jm,kazlx,m
A B | i
un,m,k W m ke | "n,m,k
n k Jn k n K Kn k zf
A(A" A7) = —3 B(B ,B") 2 > C{c®,c™)
Jl
n,k

Die obere Zeile ist ein Coegalisator, weil der absolute Coegalisator K

vom Funktor

E_XE xH
Me® — By peBue® B D 5 Moxie M > MexMe —IL 5 Me

erhalten wird; dabei ist A der Diagonalfunktor, Em wmd En sind Ausver-
tungsfunktoren, IT.k und Hm Potenzfunktoren und Il der zweistellige direkte
. A B . .
Produktfunktor der Mengen. Bezeichnet nun un,m,k bzw, Wy ,m,k die Ein-
schrankung der Kategorienmultiplikation in A bzw, B, so existiert genau

eine Abbildung ug die das rechte Rechteck im Diagramm oben kommu-

’m’k’
tativ macht. Auf diese Weise erhdlt man eine Kategorie C, eine algebra-
jsche Theorie C: S — C und einen Morphismus von Theorien. K: B —C,

der sich als Coegalisator zu J, J' erweist. Aus dieser Konstruktion

ergibt sich suBerdem das gewiinschte Verhalten von U.
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(12.2) KOROLLAR: Fir kleines $ ist AlgThs vollsténdig und covollstandig

und hat regulére Bilder, die von US erzeugt werden.

Der Beweis folgt aus (12.1) und (9.9).

Fiir groBes $ kann men sich die Existenz von Limites und reguléren Bildern
leicht ad hoc iiberlegen. Auch die Existenz von Coegalisatoren beweist man

fiir groBes § leicht unmittelbar:

Sind J, J': A —> B zwei Morphismen von algebraischen Theorien (zu §),
so bildet man zundchst den Coegalisator P: B—> Czu J, J' : A—> B
in Cat. Weil J und J' auf den Objekten iibereinstimmen, braucht man zu
dessen Konstruktion nicht wie in (A.7) vorgehen, sondern betrachtet auf
B einfach die kleinste, {(J(w),J'(w)): we A} umfassende normale Aqui-
valenzrelation auf B. Um schlieBlich die Existenz der bendtigten Poten-
zen in ( zu gewdhrleisten, betrachtet man noch die kleinste normale
Kquivalenzrelation ~ auf C mit der Eigenschaft: Fir alle w, w'e B(B" ,Bk)

ist P(w) v P(w'), falls fiir alle iek $ O P(Tr]: R P(Tr? K ©') eilt.
» »

Nach (12.2) besitzt AZgThS insbesondere Anfangs- und Endobjekt. Ein An-
fangsobjekt wird durch den identischen Funktor auf S gegeben. Ein End-
objekt E: § —> E ist dadurch charakterisiert, da® es fiir alle n, ke$
nur genau einen Morphismus in E(En,Ek) gibt, Gleichbedeutend damit ist,

N
aad E' = E°

in E ist, sofern O€§ ist.
Im folgenden sei F mit F(Q):= FQ der in (12.1) konstruierte Linksadjun-
gierte zu U: MLgThs —> Me® mit der Einheit n und der Coeinheit €. Ist

A eine algebraische Theorie, so wird der zugrundeliegende Funktor von
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- | -
€(A): FoU(A) — A mit Tyt FU(A) —> A und die durch J, auf FU(A)

induzierte normale Aquivalenzrelation mit '\JA bezeichnet,

Unter einem Typ einer gleichungsdefinierten algebraischen Theorie oder

kurz Gleichungstyp (zu 8) versteht man ein Paar (Q,T) éOb(Mestes) mit
I'(n)c Fg(n,1)2 fiir alle ne §, Fir i=0,1 hat man die Einschrankungen der
kanonischen Projektionen Tri(n): I'(n) —> Fg(n,1), also m: T —)U(FQ)
in Me®, Fiir zwei Gleichungstypen (Q,I') und (Q',I'') heiBt (a,B8): (Q,I') —

(Q',r'') in MeBxme® Morphismus von Gleichungstypen, falls fiir i=0,1

H =
B = (WF)a)
gilt, Offenbar existiert zu jedem a hSchstens ein passendes 8; ist dies

der Fall, so heifit a gleichungshomomorph, Man erhélt somit die Kategorie

GI.Typs der Gleichungstypen zu $.

Man definiert einen Funktor Yo =¥ : Al,gThs —> GeTypg

fiir jede algebraische Theorie A durch ¥(A) := (QA,I’A) mit Q := u(a),
I‘A(n) = {(mo,m1): W, Wy € FU(A)(n’”’ Wy m1}, ne$, und
fiir jeden Morphismus von Theorien J: A —> B durch ¥(J) := (aJ, BJ) mit

= U(J) und dem zugehdrigen BJ; B, existiert, weil ay gleichungshomo—

%5 J

morph ist, wie man leicht nachrechnet,

(12.3) THEOREM: Fiir kleines § ist ¥y treu und voll und besitzt einen

Linksadjungierten g

Beweis: Ist (Q,T') ein Gleichungstyp, so seien zwei Morphismen von Theo-

rien P, P,: Fp — Fq durch U(P;) n(T) = m; , i=0,1, bestimmt. Zu P ,P,

existiert nach (12.2) ein Coegalisator K: F, — C, und man definiert

®(Q,T) -

C. Weiter sei P(Q,T): (,F) —> (QC,I'C) definiert durch
P(R,T) := (x,A) mit ¥ := U(K) n(Q) und dem zugehdrigen A, von dessen

Existenz man sich leicht fiberzeugt, Ist dann (a,B): (Q,T) —> (QA,I‘A)
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fiir eine algebraische Theorie A in GCTyps, so ist Existenz und Eindeutig-
keit eines J: C — A mit ¥(J) ¥(Q,I') = (a,B) zu zeigen. Zundchst gibt
es genau ein J': Fy — A mit U(J') n(R) = ¢, Man rechnet dann sofort

die Gleichung U(J'-Po) n(T) = U(J'ePp,) n(l) nach, so daB J'eP_ = J'P,
gilt und somit genau ein J mit JK = J' existiert. Aus ay K = U(JeK) n(Q)
= o folgt dann ¥(J) w(Q,T) = (@,8), und J wird hierdurch eindeutig be-
stimmt, Damit erhilt man vermSge der Einheit ¢ den Linksadjungierten ¢

zu ¥, Fiir jede algebraische Theorie A liefert die zugehdrige Coeinheit
einen Morphismus von Theorien ¢(A): ®e¥(A) —> A, der sich als Isomor-
phismus erweist; weil ¥ offenbar treu ist, ergibt sich das unmittelbar

aus dem

(12.4) IEMMA: Zu jeder algebraischen Theorie A existiert ein Morphismus

von Theorien Ky, : A—> ¢e¥(A) mit W(KA) = y(¥(a)).

Beweis: Wie oben ist y(¥(A)) = (k,A) mit « = U(K) n(QA) . Zu zeigen

L0 :iek> fir ve A(A",4%), o.B.d.A.

o . . 1
k # 0, ein Funktor K, definiert wird.! Ist noch w'e A(Ak,A ) gegeben,

s folgt J,(n(8,)(x)(w') <n()(m)(r} | w) : iek>) = 3y(n(2,)(n)(w" @)

ist, daB durch K,(w) := <(n)(r?
1D

und somit

n

Ky(0') K(0) = K(n(R,)(k)(w) n(2,)(m)(r}  w) & iek>)

K(n(QA)(n)(w' w))

KA(w' w) .
SchlieBlich erhalt en 7,(n(2)) (7)) = P
chlie8lich er man weg aln(a, ik i

. . Ay Lo F(Qa)y _ _e¥(A)
die Gleichung KA(“i,k) = K(ﬂi’k. ) = Tk

k  “ATik
und somit einen Morphis-

mus von Theorien.

! Mit spitzen Klammern werden stets induzierte Morphismen in direkte

Produkte bezeichnet.
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Obwohl sich in § 13 ergeben wird, da@ Gleichungstypen und algebraische
Theorien zu den gleichen Algebrenkategorien fiihren und somit "semantisch
dquivalent" sind, ist der Funktor ¥ aus (12.3) keine Zquivalenz von
Kategorien, Das liegt daran, deB man aus jedem Gleichungstyp (Q,T) in
trivialer Weise einen Gleichungstyp (2',r') mit (Q,r) * (@',r'') und
o(q,r) 2 (Q',r') gewinnen kann, indem man beispielsweise fiir alle ne

§ zu den Operationen in 2(n) n weitere hinzunimmt, die man vermdge T''(n)

gerade mit den n-stelligen Projektionen in FQ, identifiziert.

Die in (12.3) formal beschriebene und dasher #uBerlich ein wenig kompli-
ziert erscheinende Beziehung zwischen Gleichungstypen und algebraischen
Theorien besitzt einen recht einfachen und plausiblen Hintergrund.
Jeden Gleichungstyp (?,I') kann man offenbar o,B.d.A. als reduziert an-
nehmen, d.h, in den 2(n) kommen keine Paare formal verschiedener Opera-
tionen w, w' vor, die durch das Gleichungssystem ohnehin wieder identi-
fiziert werden, genauer: Sind w und w' &quivalent unter der von R :=
\_/TI(n) in FQ erzeugten, kompatiblen Aquivalenzrelation, so ist schon

ned

w = w'

. Das erreicht man natiirlich stets durch Ubergang zu den entspre-
chenden Aquivalenzklassen.

In der Sprache von (12.3) sind die reduzierten Gleichungstypen gerade
diejenigen (Q,r), fiir die die erste Komponente der Adjunktionseinheit
¥(Q,r) punktweise injektiv ist. Fiir reduzierte Gleichungstypen erhdlt

(12.3) dann die Bedeutung einer Hiillenbildung

(2,1) —>1{a,1} := ¥es(q,r) ,
die einem gewdhrleistet, daR man die formalen Operationen parallel-
und hintereinanderschalten kann, d.h. mit we Q(k) und w; € Q(n), i€k,
existiert eine Operation ® <w; : i¢k> in 2(n), so daB - weil man die

n-stelligen Projektionen als triviale Operationen hinzugenommen hat -
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insbesondere "Variablentransformationen" mdglich sind, und die die
formalen Gleichungen in I'(n) als kommutative Diagramme beschreibt. Es

ist dann unmittelbar klar, daB AEgThs dquivalent zur Unterkategorie der
im Sinne dieser Hiillenbildung abgeschlossenen Gleichungstypen in GZTyps

ist und somit die Theorie der algebraischen Theorien lediglich eine
kategorielle "Umformulierung" der universellen Algebra bedeutet, die frei-

lich (fir den Kategoriker) eine sehr viel elegantere Beschreibung er-

méglicht.

(12.3) gestattet es, effektiv zu jedem Gleichungstyp eine algebraische
Theorie anzugeben und umgekehrt, Ebenso effektiv kann man eine Verbindung
zwischen algebraischen Theorien und Monaden iiber Me herstellen (vgl.z.B.
[70] ): Ist Canrd die volle Unterkategorie der Kardinalzahlen in Me und

A: Cand* —> A eine algebraische Theorie zu § =K, so hat der zu A duale
Funktor A*: Cand — A* als Rechtsadjungierten den Funktor [-|°A(—,A1)°
m;1 ; dabei ist |-| : Me — Card eine fest ausgewdhlte Aquivalenz und
Wy : A —> A* der Dualitdtsfunktor von A, Deshalb ist der Inklusions-

funktor <Card,CLone.,><—> AlgTh eine Aquivalenz. AuBerdem ist (vgl.(1.15))

LA

<Card,CLone_,> ~ Mon(Cand) und Mon(Card) ~ Mon(Me).

LA
Es sei

Z : Mon(Me) —— AlgTh
der Funktor ,der jeder Monade t iiber Me die folgende algebraische Theorie
zuordnet: Man bildet den zum Kleisli-Funktor F,: Me — Met dualen
Funktor und betrachtet in (Met)* die volle, von den Ft(n), nelK, erzeugte
Unterkategorie, d.h. man bildet das volle Bild des zu Card — Me —>
Met dualen Funktors. Umgekehrt e;'hélt man, wie oben beschrieben, zu jeder

algebraischen Theorie A eine Monade O(A) iiber Me, Es folgt dann:

(12.5) THEOREM (vgl. [70]): z und O sind zueinander adjungierte Kquivalenzen.
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Mit Hilfe der Bemerkung im Anschluf an (12.2) ergibt sich insbesondere,
I
daB Mon(Me) Coegalisatoren und reguldre Bilder hat und vollstédndig ist.

(Fiir jede vollstindige Kategorie K ist Mon(K) vollstandig!)

Um den Zusammenhang zwischen algebraischen Theorien und Monaden iiber Me
auch fiir kleines $ zu erhalten, bendtigt man ein Verfahren, eine algebra-
igche Theorie zu $ zu einer Theorie zu K minimal zu erweitern. Weil wir
dabei die in (12.1) und (12.3) bereitgestellten Hilfsmittel auch fiir $ =K
bendtigen, wollen wir zundchst priifen, inwieweit die Kleinheitsvorausset-
zung fiir $ wesentlich ist, Zwar hdtte damn FQ i.a. keine kleinen HomKlas-

sen mehr, jedoch kann durch Quotientenbildung nach den Gleichungen T' durch-

‘aus eine (zuldssige) algebraische Theorie (mit kleinen Hom-Klassen) ent-

stehen. Im folgenden verwenden wir daher die Konstruktionen aus (12.1) und

(12.3) auch fiir § = K (mit denselben Bezeichnungen) und zeigen anschlieBend

mit der Darstellung (12.6.3) die Zul#dssigkeit dieser Vorgehensweise.

Uber das volle Bild erhdlt men fiir 1€ $°c B,cK einen offensichtlichen

"Einschrénkungsfunktor” I :=Lg o : A‘EgTh.S _— AlgThs ; dabei
0™ 1 o

sei E(A1) fir A2 §; — A1 so fixiert, deB Cob(E(A1)) eine volle Unter-

kategorie von A1 ist. Dann gilt:

(12.6) THEOREM: 8, sei klein. Ist auch §, klein oder ist 3. =K, so hat I

1 1
einen treuen Linksadjungierten A; ist So..sogar reguldr, so ist A auch voll.
(Dabei nennen wir eine Menge (!) § von Kardinalzahlen reguldr, wenn 1¢ §

ist und wenn mit n.c¢ §, i€k &%, auch :n. e§ ist.)
1 iex *t

Beweis: Ist A So ——)Ao eine algebraische Theorie , so wird Yg (AO)

o
= (QA Ty ) trivial zu einem Gleichungstyp (Q,I') zu $§, fortgesetzt:
o o
Fir ne$,~ 8§ sei Q(n) :=r'(n) := @, uwnd fir nes sei @(n) := 2, (n)
o
und I'(n) := {{(J(w),J(w') : (m,m')el‘A (n)}; dabei sei J: Fg (QA )y —

o o ‘o
= bestimmt 1 Id —
E(F$1(Q)) durch Jn,1 nSO(QAO)(n) n$1(9)(n) estimm (nsi
UgeFg , 1=0,1, ist die Adjunktionseinheit (12.1)). Es sei nun A(Ao) =
i1 :
Ay oi= 0 (Q,T). Wie in (12.3) werde dann mit <y
1
erste Komponente der Adjunktionseinheit yg (a,1) : (a,F) —> ¥g (A1)
1 1

= U$1(K1) n$1(9) die
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bezeichnet. Indem man sich von der Gilltigkeit der Gleichung

JE(A1) ° Fso(uo) = E(K1)°J

tiberzeugt, zeigt man, daf durch uo(n) = ;c1(n), nes , ein Morphismus
von Gleichungstypen (uo,vo) P ¥g (Ao) — Y, (E(A1)) definiert wird.
Mit dem nach (12.3) durch ¥g (%) = (uo,vo) bestimmten Morphismus von

Theorien ¥ : A, E— ):(A1) setzt men dann B := I,. ¥ ; aabei gehért
1

die Inklusion I, zur Zerlegung ApeIn =1, E(A1). E ist ein auf den -
1 1

Objekten injektiver Funktor, der das Diagramm

g c In

S
o
(12.6.1) A l A,
_
A = A
kommutativ macht. Offenbar geniigt es jetzt, zu zeigen:
Piir jede algebraische Theorie C1: 31 —)C1 und jeden Funktor

(12.6.2) D: A,—>C, mit CpeIn= DeA  gibt es genau einen Funktor

F: A1—>C1 mit F°A1=C1 und FeE =D .

D 14BRt sich einschrénken zu einem Morphismus von Theorien D: Ao —)E(C1).

Weil nun, wie man leicht zeigt,

BuJA = LIy Ve Fg (8))e7
[¢] 1 1

ist, induziert D einen Morphismus von Gleichungstypen (61 ,61) : (@) —

\Ys (C1) , so daB es genau einen Morphismus von Theorien F: A1 —)C1
1

mit F°E = D gibt.

Somit besitzt I einen Linksadjungierten mit der Adjunktionseinheit o(Ao) =

F. Diese ist ein Monomorphismus (Isomorphismus), wenn E treu (und voll)
ist. DaB E treu ist, folgert man aus (12.6.2). Zu ne¢ 8, gibt es namlich
. . B n _ . n _

einen Funktor F mit F °E = Ao(Ao' }, wobei wir den Funktor AO(AO, )
auf die volle, von den Mengen AO(AI; ,AQ))k € $1, in Me erzeugte Unter-
kategorie nachbeschrinkt haben (men setzt in (12.6.2) Cy := AO(AO Ao)

. ' n ,1 . =
vgl. Vorbemerkung zu (13.1)). Sind dann Wy moer(Ao,Ao) mit E(mo)
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' =
E(mo). so folgt w_ = Ao(Ao,uo)(A ) A (A ) )(A ) =
Zum Nachweis, de8 E voll ist, ist man versucht, ebenso vorzugehen, Tat-
n . . . n 1 n, n 1 .
siichlich ist fiir w,eA (A},A)) Fn(m1)(Ao)€A°(A°,A°). Um aber die
Gleichung E(Fn(m1)(A2)) = zu zeigen, bendtigt man eine Darstellung
fir P der man auch unmittelbar entnimmt, daB E voll ist:
1 -
Ist $_ regulir , 80 hat jedes w1eA1(A?,Al), nef,, eine Dar-

(12.6.3) stellung W, = E(“o) A1(f)

1
. k 1 .
mit o ¢ AO(AO,AO), ke $°, und f: n —>k in 31.
Zum Nachweis von (12.6.3) bendtigt man (erstmals) die explizite Konstruk-
tion aus (12.1) und hat eine ordinale Induktion durchzufiihren, Dabei er-
gibt sich als einziger nicht-trivialer Beweisschritt, die Existenz der
1 %1 mit 9, = <°1,j : Jem> zu zeigen,

Darstellung (12.6.3) fiir wy =T
k.

. _ - . L

wobei 9,5 = E(qo,j) A1(fj) und T, E('ro) A1(g) mit °o,j€ AO(AO ,Ao)

und T_€A (Ak,A1) vorausgesetzt werden darf,
o o 0o

*(1 A (£) 01
*(1) E(“i) i (l)
(o ) A (g)
E("o,g*(i) E(“

E('ro)

- —— e/

1

Nach Voraussetzung existiert in S die Kardinalzahl 2 k g*(1) ; dabei
iek
sei g¥ : k —>m die g zugrundeliegende Abbildung in Me. Mit den indu-

. . = . = I . ilt dann
zierten Morphismen f <fg*(i) : 1¢k> und %, I ) 0,2%(1) g .

= E(1, o) A (£).
! Ist So klein, sber nicht regulér, und 81 =K, so wihlt man zum Nachweis
der "Zulassigkeit" von A1 ein reguliires 8, mit £ ¢ $,C K und konstruiert

A, schrittweise: A, = A (A).
1 1 Sc,sz 2}( []
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(12.7) BEMERKUNGEN:
(1) In [53]3.3 nimmt Pareigis die Darstellung (12.6.3) im Falle s, =W
und 8, = ObMe (unsere Beschrénkung auf Kardinalzahlen ist unwesentlich)
zum AnleB, die Kategorie A1 ad hoc zu konstruieren., Dabei nutzt er fol-
gende Eindeutigkeitseigenschaft der Darstellung (12.6.3) aus:

Ist $° die Menge aller Kardinalzahlen unterhalb einer unend-

lichen, reguldren Kardinalzehl, so folgt aus

1 .T. N 1 1
(12.7.1) E(u,) A,(£) = E(u!) A (£')
die Existenz von Morphismen g, g' in 30 und h in 31 , die fol-

gendes Diagramm kommutativ machen:

n
A1(f) A1(f')
A1(h)

k — k'

E-A (g) m E-A (g') g

(2) Der Linksadjungierte zu I 14Bt sich so bestimmen, daB er Al,g'rh.$
o

als(volle) coreflexive Unterkategorie in Aa(ig'rh.’:,’1 einbettet.
(3) Bedingung (12.6,2) charakterisiert Diagramm (12.,6.1) als "Pushout
mit Nebenbedingung". AuBerdem ist (12.6.1) ein Pullback in Cat.
(%) IiBt men als "algebraische Theorien zu §" allgemeiner alle Clanes
mit Bereich S zu, so definiert man einen Linksa.djgngierten zZu

¥ 61,Cﬂone> _ do,a’_onv
dadurch, da® man verlangt, daB (12.6.1) ein Pushout in Cat ist (vel.

(A.3)(3) wnd (11.2) sowie [83]). Der Funktor E ist dann natiirlich injek-

tiv auf den Objekten. Er ist auch voll, weil sich jedes Element w, € A1

r - .
. 1 . 1 .
in der Form w, = i]_I] PuIvi(xvi) ‘mit re®, v e {0,1} und xvic- Ao fir
v; =0 wnd x; ¢ 8, fir v, = 1 darstellen 1a8t; debei sind I, T, die
i

Injektionen des Coprodukts Aou.s und P ist Coegalisator zu IO«Ao ,

1°

IreIn (E=PeI, A

1 = P°I1)' Ist Ao sogar eine algebraische Theorie,

1
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so ist E auch treu.
Wir fassen (12.5) und (12.6) zusammen:

(12.8) KOROLLAR: g := Ig °F ° Mon(Me) — AlgThg besitzt fir
kleines $ einen treuen Linksadjungierten Og3 fir reguléres $ ist es
auch voll. )

Wahlt man speziell 8 = {1}, so ist AZgTh.$ isomorph zur Kategorie der
(gewdhnlichen) Monoide, so daB (12.8) eine iiberaschende Folgerung ent-—

hilt:

(12.9) KOROLLAR: Die Kategorie der Monoide 1aBt sich als volle, co-

reflexive Unterkategorie in die Kategorie der Monaden iiber Me einbetten.

Der Funk®or 9, := 811} Monoide — Mon(Me) ist wohlbekannt und wird
bereits von Manes [50],(2.3) eingefiihrt; dort wird jedoch nicht erwihnt,
daB es sich um eine volle, coreflexive Einbettung handelt., Fiir ein
Monoid M = (M,e,m) mit Eingelement e und Multiplikation m sei 01(M) =
(T,n,u) mit (abgesehen von kanonischen Isomorphismen) T := M x (-) ,
n{X) := <e,X> und u(X) :=m x X (XeObMe); jeder Monoidhomomorphismus
$: Mo —)M1 induziert einen Morphismus 61(d>): 01(M0) —)01(M1) in
Mon(Me). Die Eilenberg-Moore—Kategorie iiber Gl(M) ist die Kategorie der
Mengen, auf denen das Monoid M assoziativ und unitdr operiert.

Es sei nmun A := E(G)](M)) Cand* — A die in (12.5) definierte algebra-
igche Theorie. Bis auf Isomorphie ist, wie man anhand der Kleisli-
Konstruktion leicht sieht, A(Ak,A1) =M x k mit den Projektionen g, R

(e,i) und der Kompositionsregel (x,io)<(yi,ji) tiek> = (m(x,yi ),ji ).
o o

Der Funktor E: M —— A (M wird als Kategorie mit dem einzigen Objekt e

aufgefaBt) mit E(x) = (x,0) (0e¢1) macht nun das Diagramm
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H}e——>K

e l e }JAA

M

zu einem Pushout mit Nebenbedingung (12.6.2), so daB der in [50] beschrie—
bene Funktor tatséchlich der nach (12,8) existierende, treue und volle

Linksadjungierte ist.

Die bisher in diesem Paragraphen hergestellten Adjunktionen erhalten
ihre eigentliche Bedeutung erst, wenn man die zugehdérigen Algebren-—
kategorien betrachtet ( §13). In allen Fidllen wird sich ergeben, daB
die hier beschriebenen Operatoren fiir die Theorien oder Typen vertrég-
lich sind mit dem {ibergang zur zugehdrigen Modellkategorie. Das gilt
auch fiir die Konstruktion des Tensorprodukts von algebraischen Theorien
(zu ), das wir zum AbschluB v3llig analog zur Vorgehensweise in der

kommutativen Algebra einfihren wollen.

Im folgenden sei § stets reguldr, so daB mit n, me $ insbesondere

auch n-m := [n x m|«$ ist. Man definiert einen Funktor M* : S*xS* ——

S$* durch M (f,g) :=8_, ,(f xg) 8—1 fiir alle (£,g) : (n,m) —>(n',m");
n’,m n,m

dabei seien die Bn :nxm—>nm fest ausgewidhlte Bijektionen mit

B (i,5) =8 (j,i) ; M: S xS —> S sei der zu M* duale Funktor.
n,m m,n

Ist A: S — A eine algebraische Theorie, so ist AM'™ eine n-fache

Potenz von A" vermdge der Projektionen T“; n.m J R
"ty
A A _ A . . . e ins o Coey
jm Ti,n,m = Tri*j,n-m’ iened, jeme$; dabel ist i%j : Sn’m(l,,]) ge
A A . s m
i é A = T, . i A
setzt (Sn,1 sei so gewéhlt, daB Tin,1 " Min ist).Fiir jedes w —

. ) . -k
Ak entsteht dann eine n-fache Potenz mn: An m ——}An .

Sind A, B, C algebraischen Theorien zu §, so heift ein Bifunktor N:
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A x B——> C Theoriebimorphismus, wenn das folgende Diagramm kommutativ

ist:
st——M—>'S
AxB lC
A N
xB —— 3¢

Ein Tensorprodukt zu A, B liegt nun vor, wenn dieses Diagramm sogar ein

"Pushout mit Nebenbedingung" ist, genauer:

(12.10) DEFINITION: A : S —>A und B : S —> B seien algebraische

Theorien (zu $). (--¢.=~, A @ B ) heiBt Tensorprodukt von A und B, wenn

gilt:

(1) AeB :S—>A e B ist eine algebraische Theorie zu § und
~6-:AXB—>AaB ein Theoriebimorphismus.

(2) Fiir jede algebraische Theorie C: S — C und jeden Theoriebimorphis-
mus ¥ : A X B—>C gibt es genau einen Morphismus algebraischer

Theorien K : A@e B——C mit Ke(-¢ =) = N

AXB ——®~ L A48

°
» | x
c

(12.11) THEOREM: Je zwei algebraische Theorien zu $, $ regulér, besitzen

ein Tensorprodukt.

Beweis: Fir alle ne$ sei () := g,(n)y gp(n) und
r{n) := {({Iy(w),I (0") 3 (ws0') €Ty (0)} v {(Ig(w),I (w")) : (w,w0')erg(n)}
VU@ @)} D))} ) : ien)
vi(n(@)(s)(8) n(R)(x)(a)®, n(a)(r)(a) n(@)(s)(8)T) : r, se8,
r-s = n, aen,(r), feay(s)};

dabei seien IA: FQA —%FQ , IB: FﬂB —)FQ die aus den Inklusionen




f10h— § 12

QA(n) «—— (n), ﬂB(n)C—)Q(n) entstehenden Theoriex‘norphismen und
n(Q) : 0 —)U(FQ) die Adjunktionseinheit (12.1); alle Vereinigungen
sind disjunkt zu nehmen. Sezt man nun A e B := &(Q,T'), so erhdlt man
offenbar zwei Morphismen von Gleichungstypen ¥(A) —%W(A e© B) , ¥(B)
—> ¥(A e B), also wegen (12.3) zwei Morphismen von Theorien E,: A —
AeB, Ej: B—>AsB . FiracA(a’,a"), ge B(8°,55) sei dann

a e B := EA(“&)k EB(B)r H
wegen EA(ct.)k EB(B)r = EB(B)n EA(a.)s wird dadurch ein Theoriebimorphismus
definiert. (2.10)(2) folgt daraus, daB jeder Theoriebimorphismus N: A x B

—> C einen Morphismus von Gleichungstypen (Q,I') — ¥(C) induziert.

(12.12) KOROLLAR:
(1) Das Tensorprodukt induziert einen Bifunktor
AlgThe x AlgThy ———>ALgThy .
(2) sind A, B, C algebraische Theorien zu §, so bestehen die folgenden

kanonischen Igomorphien (die also Isomorphismen von Funktoren indu-

zieren): AeS ¥ A Y s5ea
AeB = Bea
Aeo(BeC)S(AeB)ecC

(3) Der durch die Theorie morphismen Ey: A—>AeB,E;: B—>AeB
mit EA(u.) =aeB , EB(B) =a'e 8 induszierte Morphismus AuB — A o B
ist epimorph in AZgThS.

(4) Fir 8§ =N ist - - : AxB ——A ¢ B ein extremer Epimorphismus
in Cat, d.h. jedes vye¢ A 8 B besitzt eine Darstellung

Yy = (cv.1 ® (31)_(01.2 ® 82) (cv.n ' Bn), nel  (vgl.(A.1)).

In der Literatur (vgl. [53],[65]) wird ein Tensorprodukt (auch Kronecker-
Produkt) fiir $ = N ad hoc unter Nachweis der in (12,12)(1)-(3) aufgefiihr-

ten Eigenschaften eingefiihrt. Wichtiger ist jedoch die universelle Eigen-—
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schaft (12,10), aus denen die anderen folgen.

Wir fassen die Konstruktionen aus $12 in der folgenden Skizze zusammen

(8 sei regulir):

AtgThy x AlgThe

]
\Ps(treu,voll) Iy =
ClTypy o= AlgTh 2K 5 ALTH &= —— Hon(Me)
¢$ A l\$ ’K(treu,vol‘l) [¢] 2
|
Fg | | Ug Al e
I'l (schwach monadisch) (treu,voll) {
MeS :

Monoide

13. Algebren zu algebraischen Theorien

Wir fixieren weiterhin eine Teilklasse $ von Kardinalzahlen mit 1¢ § und
bezeichnen mit S die duale Kategorie der vollen, von $ in Me erzeugten
Unterkategorie.

Eine Kategorie K hat §-Potenzen, wenn fiir alle ne § und X¢ ObK eine fest

ausgewihlte n-te Potenz von X in K existiert, die im Falle n ¥ O mit

Py X —— 57X, icn,
i,n
bezeichnet wird; dabei sei p); ;=X= x! (oe1). Unter X° ist ein fest
»

ausgewdhltes Endobjekt in K zu verstehen. Eine Telklasse X (K heift
abgeschlossen gegen $-Potenzen, wenn fiir alle x: Xo —)X1 in X und

nes auch x: X‘;—%X‘; in X ist.

Es sei nun K eine Kategorie mit $-Potenzen., Ist dann A eine algebraische
Theorie (zu $), so ist die Kategorie der A-Algebren iiber K, bezeichnet
mit Alg{A,K), die volle Unterkategorie derjenigen Funktoren H in [A,K],

fiir die HeA unter Beibehaltung der festen Auswashl 8-Potenzen erhélt, d.h.
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#(A") = #(A")®, nes, wd H(n )= H(A ) fir n 4 o.
Vo := VA:

gsei der Auswertungsfunktor auf A1 » AuBerdem erh&lt man einen contra-

Alg(A,K) — K

varianten Funktor
Alg(-,K): MgThS —>Cat .

Ehe wir auf dis Eigenschaften der Kategorien Alg(A,K) ndher eingehen,
wollen wir ihre "Vertréglichkeit" mit den Adjunktionen aus §12 zeigen.
Fir die Adjunktion (12.3) heifit das, daB die Kategorien A[,gThs und

GI_TypS isomorphe Modellkategorien besitzen,

Ist X¢ ObK (K mit $-Potenzen), so erhdlt man durch Ubergang zur n-ten
Potenz von X einen Produktstetigen Funktor X : § — K und daraus durch
Ubergang zum vollen Bild eine algebraische Theorie ; : S ——)Kx. Ist
nun (R,T) ein Gleichungstyp, so heiBt (X,a,B8) (Q,I')-Birkhoff-Algebra
iiber K, wemn (a,B) : (Q,T) —> 'i’(}?) ein Morphismus von Gleichungstypen
ist, Einem Homomorphismus f : (X,a,8) —>(Y,y,8) von (Q,T)-Birkhoff-

Algebren liegt ein Morphismus f: X ——> Y in K zugrunde, so daB fir

alle ne§ und alle W€ 2n) das folgende Diagramm kommutativ ist:

& aln){w) 5 X
fnl l
Y i Y

Die entstehende Kategorie der (Q,T')-Birkhoff-Algebren iiber K heige

AlgB(Q,I‘;K). Man hat einen Vergififunktor V AlgB(Q,I’;K) —>K.

(Q,r)°

Mit dem Linksadjungierten ¢ zu ¥ (vgl. (12.3)) gilt nun das

(13.1) THEOREM: K sei eine Kategorie mit $-Potenzen, $ klein. Dann gilt:
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(1) Ist (2,T) ein Gleichungstyp (zu $), so gibt es einen Isomorphismus
N ) _
W AlgB(Q,I’;K) ——> A1g(®(Q,T),K) mit V¢(Q,I’)°“ = V(Q’r).
(2) Ist A eine algebraische Theorie (zu $), so gibt es einen Isomorphisms
N . oo =
Z : Mlg(AK) —> Algy(¥(A)K) mit Vy 2=V, .
Beweis: (1) Man benutzt im wesentlichen den zu (12.3) gehdrigen Adjunk-
tionsisomorphismus. Zu jeder Birkhoff-Algebra (X,a,B) gibt es genau ein
: X it ¥ Q,T) = (a . Mit dem treuen
J(X,G,B). ®(Q;r) —> X mi (J(x )) W( > ) ( ,B)
und vollen Funktor I, K —> K (mit Ipe X =X, s.0.) setzt man dann
1= fi : —> (Y,y,8) wird durch
w(X,a,B) : vaJ(x’a'B). Und fiir £: (X,o,B) (Y,y,8)
W(E)n) := £ fir alle ne § ein Morphismus von Funktoren W(E) : W(X,a,B)
— > w(Y,Y,8) definiert. Umgekehrt erhdlt men zu einer ®(Q,I')-Algebra H
iiber K in offensichtlicher Weise einen Morphismus von Theorien ¥ :
#(Q,T) —>f(1). und daraus die (Q,T)-Birkhoff-Algebra W'(H)
(a(1) , ‘i’(ﬁ) ¥(Q,T)). Ein Morphismus von Funktoren u: H —> 1, best immt
durch W'(p) := u(1) : W'(Ho) —)W'(H1) einen Homomorphismus ven Birk-
hoff-Algebren. Offenbar sind W und W' invers zueinander.
(2) Nach (12.3) hat man einen Isomorphismus ¢(A): de¥(A) —> A und
folglich einen Isomorphismus Alg($(A),K): Alg(A,K) —> Alg(o-¥(A),K),

der mit den VergiBfunktoren kommutiert. Damit folgt die Behauptung aus (1).

Beim Wechsel zwischen algebraischen Theorien und Monaden iiber Me gilt
fiir die Basiskategorie Me eine zu (13.1) analoge Aussage. Darauf werden
wir jedoch erst am SchluB des Paragraphen eingehen, Zunéchst notieren
wir, daB die in (12.6) vorgenommene "Brweiterung algebraischer Theorien”

invariant gegen Algebrenbildung ist:

(13.2) THEOREM: Es sei So klein und $°(_ $1 ¢K. Ist auch $1 klein oder ist

§, = K, so gibt es fiir jede algebraische Theorie Ay So —)Ao zu §

1 o}
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wid 3 s . .
Jede Kategorie K mit $1—Potenzen einen Isomorphismus

I: Alg(A(A ) ,K) Nﬁ)ﬂg(Ao,K) mit V,eI = Va(a )
[} [+

wobei A = ASO,S1 der Linksadjungierte zu 280,51 aus (12.6) gei,
Beweis: Man nimmt I:= Alg(E,K) mit der in (12.6) konstruierten Einbettung
E. Dann gibt es zu jedem H e O'b(Alg(Ao,K)) genau ein H € Ob(Alg(Jl\1 LK) mit
I(ﬁl) =H (A1 = A(Ao)). Das ergibt sich aus (12,6.2), indem man dort

c, := - s, ﬂkx (vgl. (13.1)) mit X:= HO(A;) setzt und fiir D: Ao —
KX den vermdge der Diagonaleigenschaft des vollen Bildes durch H indu-
zierten Funktor Ho wahlt, Ist nun 8  regulir, so folgt mit (12.6.3) so-
fort, daB sogar fiir alle a € Alg(Ao,K) genau ein a € Alg(A1,K) mit I(a1) =
L existiert, Im allgemeinen Fall geht man so vor:

Fir jedes a : X —> Y in K betrachtet man die algebraische Theorie ; :

$1 _-)KB. mit e £ xk
Ka(n'k) := {(k,f,g,n) : a° L é(&k ist kommutativ} .
Y&,

Man hat dann offensichtliche Morphismen von Theorien P, : ; ~—>;{ und

X
. s ) . 1 .
Py :a—>Y . Ist nun at H —>K,, so0 sei a := ao(Ao), und es bleibt

zu zeigen, daB durch a1(A?) i= & ein Morphismus von Funktoren o,

-1 -1
He=1 (Ho) —>K=1I (Ko) definiert wird,
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. .= ' A n  k . :
Weil durch D(wo) (k,Ho(mo),Ko(mo),n) > W€ o(Ao'Ao)’ ein Funktor D
Ao — Ka mit D«Ao = acIn erklért wird, existiert genau ein F: Ay —
\ Yy LN 3y
1 und PYeF = K1, wobei H, und K1 den Fak-

torisierungen von H, und K, iiber KX und KY entstammen, erh&lt man fir

- N
a mit F°E = D, Wegen anF =H

jedes w e A1(A!11,A1;) ein kommutatives Diagramm

& HI(m1) xk
a“l
]

l k

8

N,
K1(w1)

in K,

Vdllig analog beweist man eine (13.2) entsprechende Folgerung fiir das
Tensorprodukt e.lgeb;'ischer Theorien. Dazu miissen wir zunéchst fiir zweil
algebraische Theorien A: S —> A und B: S —> B definieren, was unter
einer (A,B)-Bialgebra H in K zu verstehen ist: H: AXB ——>K ist ein
Bifunktor, der in beiden Komponenten kanonisch Potenzen erhdlt, genauer:
Heo(axB) = ua'3)en
mit dem "Multiplikationsfunktor" M: $x§ —=> S ($ sei multiplikativ
abgeschlossen) und dem "Potenzfunktor" H(A1 ,B1): S ——K . Die ent~
stehende volle Unterkategorie von [A*B ,K] heiflt Algbi(A,B;K) mit dem
Auswertungsfunktor VA,B: Algbi(A,B;K) —>K .
(&;) KOROLLAR: Sind A und B algebraische Theorien zu $, $ regulir, so

gibt es fiir jede Kategorie K mit $-Potenzen einen Isomorphismus

J: Mg(h @ B,K) ——> Alg (A,B:K) mit V, pod =V, . o

(13.4) BEMERKUNG: J verhdlt sich in Abhéngigkeit von K wie ein Iso~
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morphismus von Funktoren, d.h, sind K und K' Kategorien mit $-Potenzen
und erhélt der Funktor F: K —> K' diese Poténzen, so erhdlt man ein

kommutatives Diagramm

Mg(a o B,K) —RLEA O BF) 4y h 6B KY)

J \l/ l Jt
Alsbi(A,B;K) W Alg-bi(A.B;K‘ )}

Entsprechendes gilt fiir die Isomorphismen aus (13.1) und (13.2).

Wir fassen Jjetzt die wichtigsten Eigenschaften der Kategorien Alg(A,K)

und ihrer Vergiffunktoren zusammen (vgl.z.B. [5], [53], [65], [71], [75]):

(13.5) THEOREM: A: S —> A sei eine algebraische Theorie zu $ und K

eine Kategorie mit §-Potenzen; dann gilt fiir V: Alg(A,K) —> K :

(1) Vv ist treu und reflektiert Mono-, Epi- und Isomorphismen.

(2) V_1(Mono(K)) ist die Unterkategorie aller punktweisen Monomorphismen
in Alg(A,K), und es gilt V ' (Mono(K)) ¢ Init, (Alg(A,K)).

(3) Ist EcEpi(K) abgeschlossen gegen $-Potenzen, so ist V—1(E) die Klasse
aller punktweisen E-Morphismen in Alg(A,K) und V‘1(E) cFinv(Alg(A,K));
insbesondere ist Alg(A,K) V—1(E)—coklein, wenn K E-coklein ist.

(4) V erzeugt eindeutig Limites; insbesondere ist Alg(A,K) (D-)voll-
stdndig und v (D-)stetig, wenn K (D-)vollstindig ist.

(5) Hat K Kernpaare, so ist V Mono-Funktor; Alg(A,K) ist dann Mono-klein,
wenn K es ist.

(6) Hat K D-Colimites, die mit $-Potenzen vertauschbar sind (d.h. fir
alle nc $ ist der n-te Potenzfunktor l'ln: K—K D-costetig),
so erzeugt V eindeutig D-Colimites, und diese sind auch in Alg(A,K)

mit $-Potenzen vertauschbar.

(m

(8)

(9)
(10)

(1)

(12)

(13)

(1k4)

Die
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Ist EcK abgeschlossen gegen B-Potenzen, so erzeugt V eindeutig aus
(monomorphen) E-Bildern { monomorphe) V—1(E)—Bilder. Hat K E-Bilder,
so ist dann UAlg(A,K)(v-1(E)) = V—1(UK(E))-

Ist Reg-Epi(K) abgeschlossen gegen $-Potenzen und hat K Kernpaare
oder V einen Linksadjungierten, so erzeugt V eindeutig regulére
Bilder.

V erzeugt eindeutig Coegalisatoren V-absoluter Paare in A1g(A,K).

¥ ist genau dann monadisch, wenn V einen Linksadjungierten besitzt.
V besitze einen‘Linksadjungierten, und K habe Produkte sowie fir
eine gegen $-Potenzen abgeschlossene Peilklasse ECEpi(K) monomorphe
E-pilder. Ist K E-coklein, so ist Alg(A,K)C [A.K] eine volle,
reflexive Unterkategorie.

Ist Alg(A,K)C [A,K] reflexiv und bat K Copotenzen, so hat ¥ einen
Linksadjungierten.

Hat V einen Linksadjungierten und Alg(A,K) Coegslisatoren, so ist
mit K auch Alg(A,K) (D-)covollsténdig.

Alg(A,K) hat Coegalisatoren, wenn K Produkte und fiir Ec Epi(K),

E abgeschlossen gegen B-Potenzen, monomorphe E-Bilder hat und E-

coklein ist.

Beweise zu (1) - (10) verlaufen v3llig kanonisch. Bei {11) und (12)

verwendet man das Dreieck

mit

Mg(a k) e——[AK]
v \ / ¥
K

Y¥/a1g(a K) = V. gvar ist ¥ i.a. nicht treu, aber fiir a,f : K——>H
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in [AK] mit HeOb(Alg(A,K)) folgt aus Wa) = WB) schon a = 8, weil

fir alle nes ofA®) = a(a’)® k. = B8(A")" k= B(A")nit dem "Vergleichs-
morphismus" L K(a%) ——)K(A1 ) ist. Wie eine Beweisanalyse von Thm.
(6.8) zeigt, bendtigt man zu dessen Anwendung tatsgchlich nur diese ein-

geschrinkte Treueeigenschaft. Zum Nachweis der iibrigen Bedingungen in

(6.8) mud man sich nur noch von der Inklusion Mono(Alg(A,K))c Init,b( [A,K])

iiberzeugen, wobeli man wieder die Morphismen kn benutzt. Y
(12) folgt daraus, daB ¥ einen Linksadjungierten ¥ besitzt:
¥oou® = L Lox
A(a',a%)
(13) wnd (14) folgen mit (7.%) und (7.5).
(13,5) zeigt, da® V - abgesehen von der Existenz eines Linksadjungierten -

alle charskteristischen Eigenschaften eines monadischen Funktors besitzt.
Die Beantwortung der Frage, fiir welche K ein Linksadjungierter zu V
existiert, wird also von entscheidender Bedeutung sein. Das macht auch
das folgende Korollar deutlich.

Man sagt, K hat freie Algebren (zu §), falls fiir alle Ae Ob(AI_gThS) ein

Linksadjungierter zu V,: Alg(A,K) ——>K existiert,

A

(13.6) KOROLLAR: K habe Produkte und fiwr E ¢ Epi(K), E abgeschlossen gegen

$-Potenzen, monomorphe E-Bilder und sei E-coklein. Dann sind &quivalent:
(i) K hat freie Algebren (zu &).

(ii) Algebraische Funktoren (zu $) sind monadisch, d.h. sind A, B e

Ob(AlgThs), so ist jeder Funktor
W i Alg(A,K) —> A1g(B,K)

mit VB°W = VA monadisch,

Beweis: (i) =% (ii) folgt aus (13.5)(14) und (6.11), (ii) =2 (i): Fir
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B =3 ist Alg(B,K) z K.

(13.7) PROPOSITION: Ist § klein oder § = K, so hat Me freie Algebren zu §.

Beweis: Wegen (13.2) geniigt es, $ =K zu betrachten. Dann aber ist (13.7)
eine einfache Folgerung aus dem Yoneda-Lemma (vgl. D&G:] ). Explizit kenn

der Linksadjungierte F,: Me —> Alg(A,Me) unter Benutzung einer Aquiva-
lenz [-| : Me —> Ca/'l.d* durch FA(u) := A(a(]ul),-) beschrieben werden.
Die induzierte Monade ist gerade ©(A) (vgl. (12.5)). In Analogie zu (13.1)

folgt daher:

(13.8) KOROLLAR:
(1) Ist A eine algebraische Theorie (zuK), so gibt es einen Isomorphis-

mus K : Alg(A,Me) L)Mee(A) mit GO(A)oK =V, .

A
(2) Ist t eine Monade iiber Me, so gibt es einen Isomorphismus
L Meb t

25 mg(E(t),Me)  mit Vo) L=¢ .

In Verbindung mit (13.2) ergibt sich, daB (13.8)(1) ebenso fiir kleines

§ anstelle von K und mit OS aus (12.8) anstelle von O gilt.

Vermdge (13.6) und (13.7) kann man natiirlich die in (6.11) begonnene
Beispielliste adjungierter Dreiecke erheblich verlédngern: Adjunktion
einer Eins bei Halbgruppen, Ringen oder Algebren, Bildung der Faktor-
kommutatorgruppe, der Tensoralgebra, symmetrischen Algebra oder &uBeren
Algebra (iiber einem R-Modul), Bildung des Monoidringes oder der Malcew-
gruppe (iiber einem Monoid), Grundringerweiterung (fiir R-Moduln oder

-Algebren), Bildung der universellen Einhiillenden bei Lie- oder Jordan-

Algebren u,s.w.
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Fhe wir nun die iiber Me existierenden freien Algebren fiir eine mdglichst
groBe Klasse kcnkreter Kategorien "liften" (§ 14, 15), notieren wir noch
einige einfache Eigenschaften monadischer Kategorien iiber Me, die zum
Teil von der expliziten Darstellung des Linksadjungierten FA zu VA fir
die Kardinalzahlen in § herriihren: FA(n) = A(A",-): A — D Me.( & sei
klein oder § =K .)

(13.9) KOROLLAR: Ist Oe $ und ist A eine algebraische Theorie zu 8, so
besitzt Alg(A,Me) genau dann ein Nullobjekt, wenn es in A genau eine
nullstellige Operation gibt (,A(AO,A1)| = 1). In diesem Fall ist Alg(A,Me)
monadisch iiber der Kategorie der punktierten Mengen. Allgemeiner ist im
Falle [A(AO,A1)| =n Alg(A,Me) monadisch {iber der Kategorie Me, der

k~fach punktierten Mengen fiir alle k £¢n.

Zum Nachweis der letzten Aussage betrachtet man das adjungierte Dreieck

g(AMe) -—)Me.k <k ,Me>

A4

(13.9) macht deutlich, warum beispielsweise in der Kategorie der Monoide

und wendet (6.11) an.

bzw. Ringe ohne Eins Nullobjekte existieren, nicht aber in der Kategorie
der Halbgruppen bzw. Ringe mit Eins, Aus (13.9) folgt, daf im Falle O ¢ 8
Alg(A,Me) kein Nullobjekt besitzt. (Die Vervollsténdigung (12.6) von A

bzgl. $ v {0} besteht einfach in der Adjunktion eines Endcbjektes zu A.)

(13.10) KOROLLAR: § ~{0,1} sei nicht leer, A sei eine algebraische
Theorie zu § und F,: Me —> Alg(A,Me) linksadjungiert zu Vv, mit der
Einheit nye Dann sind folgende Aussagen &quivalent:

(i) A: S —> A ist treu.

(ii) Es gibt ein ne $~{0,1}, so daB die Projektionen nj:.: n paarweise
N »
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verschieden sind.
(1ii) Es gibt ein He Ob(Alg(A,Me)) mit [l > 1.
(iv) n, ist punktweiser Monomorphismus.
(v) F, ist treu.
(vi) A ist nicht isomorph zu einer der beiden sogenannten exzeptionellen
algebraischen Theorien E und D, wobei E ein Endobjekt in M’_gThs
sei und D: S —> D eine algebraische Theorie mit
1 firn # 0
p(,ph| = { ) (nes)
0 firn=20

(D ist nur im Falle O¢ 8 nicht isomorph zu E).

Zum Beweis vgl. man [53] wnd [65].

Den folgenden Satz beweist man entweder unmittelbar oder nimmt die Uber-

legungen aus f1_| zur Hilfe.

(13.11) PROPOSITION: Fiir jede algebraische Theorie A mit Rang besitzt

Alg(A,MQ) einen dichten, regulér-projektiven Generator.

Debei heift A: Cand® —> A algebraische Theorie mit Rang, wenn es eine

Kardinalzahl r 21 mit
~
- (A) = A
M ge .
gibt; !Kr enthalte alle Kardinalzahlen €r. Zum Beweis von (13.11) bildet

man die freie, von r erzeugte A-Algebra.

Weil die in §§14,15 angegebenen Liftungssétze auch flir Theorien ohne Rang
giiltig sind, wurde hier darauf verzichtet, den Rang N einer algebraischen
Theorie A mit Rang definitiv einzufilhren und seine kategorielle Bedeutung

aufzuzeigen (vgl. [291 ). Offenbar bietet sich jedoch im Hinblick auf
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(12.6) und (13.2) eine sehr natiirliche Definition an, die es einem er-
laubt, p, "feiner als in den Absténden reguldrer Kardinalzshlen" (wie
in der Literatur {iblich) zu bestimmen:

o sei die kleinste Kardinalzahl > 1 mit

o (A) 2 A ,
’\rcpA.uc zucpA X

Vermdge (12.5) ergibt sich natiirlich eine Ubertragung fiir Monaden Hber Me.

14, Algebren iiber Top-Kategorien

Im folgenden betrachten wir stets kommutative Rechtecke des Typs

Gl
Ky —————2 s
1 K
(1%.0.1) P, l l P
[o]
K G

und beschéftigen uns mit der Frage, wann ein Linksadjungierter F zu G
zu einem Linksadjungierten F' zu G' "geliftet" werden kann, derart da@
der nach (1.2) entstehende Morphismus von Funktoren u: F'Po ———9-P1°F'
ein Isomorphismus ist. (1k.1) zeigt, daB diese Frage notwendig auf den
Begriff des initial stetigen Funktors fiihrt, sogar ohne zuvor irgend-

welche "topologischen" Eigenschaften von P s P1 zZu verlangen
o .

K; =t K
FI
(14,0.2) P le l P
1 e~ _ °
M 5
K1 i K
F [o]
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(14.1) PROPOSITION: Diagramm (14.0.2) sei ein Morphismus von Adjunktionen

mit Y = P°°G‘ = G*P, und M Isomorphismus, Dann ist G' initial stetig

bzgl. P,, P,

1* "o

Es liegt eine geringfiigige Verallgemeinerﬁng von [60], IV(9.13) vor.
Sind nun P, wnd Po Top-Kategorien, so erweist sich die notwendige Be-
dingung aus (14,1) auch als hinreichend, wie Wyler [8@] gezeigt hat:

(14.2) THEOREM: Sind P Po Top-Xategorien, so sind fir das kommutative

1,

Rechteck (14,0,1) folgende Aussagen Aquivalent:

(i) G und G' haben Linksadjungierte F und F', so daB mit vy = G*P, =
PJ(;' und U = F°Po = P1°F' ein Morphismus von Adjunktionen ent-
gteht .

(ii) -G' hat einen Linksadjungierten F', und es gibt einen Funktor
F: K —> K, mit FeP_ = P_oF',

o 1 o 1

(iii) G* hat einen Linksadjungierten, und fiir die Rechtsadjungierten
Io und I1

(iv) G hat einen Linksadjungierten, und G' ist (diskret) initial stetig

. ' ~
zZu Po und P1 gilt G °I1 I°°G.

bzgl. P1, Po'

Speziell kann man (14.2) im Falle G = K, = K anwenden (vgl.[82]). Die

{lberlegungen vereinfachen sich auBerdem, wenn (14.0.1) ein Pullback ist

(vgl. [16], [36], [71]):

(14.3) PROPOSITION: Ist Diagramm (14.0.1) ein Pullback, so gilt:
(1) Ist P eine identitive D-initiale {berlagerung, so auch Py und jeder

Kegel ¢, € ﬁhK;] ist genau dann P1—initial, wenn G'e ¢y Po—initial

ist; dual fiir final.
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(2) 1st Po‘eine Top-Kategorie, so auch P, (und zwar ist P? = P;oG; vgl.
(2.10)). Die Links- und Rechtsadjungierten zu P, P1 lassen sich so
wéhlen, daB sie mit G, G' kommutieren.

(3) Ist P eine identitive Cofaserung und hat G einen Linksadjungierten,

so ist P, eine identitive Cofaserung, und es gilt (14.2)(i).

(14.4)KOROLLAR:Sind im kommutativen Disgramm (14.0.2) P, und P, Top-
. . v . . . .
Kategorien, ist (PO,G) Pullback zu (G,Po) und E die eindeutig bestimmte

Fektorisierung, so gilt: Die Aussage

(v) G hat einen Linksadjungierten, :::::::::;~\E:§\§\§‘\\§\\$
und E ist (diskret) initial E

N
. v v G
stetig bzgl. P1, Po. l Po l Po
ist &quivalent zu (14.2)(i) - (iv). Kl—i—»K

. . - . - v . . -
Ist E (diskret) initial stetig bzgl P1, Po’ s0 besitzt E einen Linksad-
Jjungierten, derart daB Adjunktionseinheit und -coeinheit punktweise

bimorph sind.

(14.5) THEOREM: Es sei A: S —> A eine algebraische Theorie (zu §)
und P;: K' —> K eine Top-Kategorie., K habe $-Potenzen, die durch P
nach (2.9) erzeugt werden, so daB auch K' (kanonisch ausgewdhlte) %~

Potenzen besitzt. PA := Alg(A,P): Alg(A,K') —> Alg(A,K) sei der durch

P induzierte Funktor, so daB mit den Vergiffunktoren V, V' VvPA = PoV!
gilt. (%,V) sei (kanonisches) Pullback zu (V,P) und E die eindeutig be-
stimmte Faktorisierung. Dann gilt:

" . .
(1) P und P, sind Top-Kategorien, und E, V, V' sind initial stetig.

A
Die Rechtsadjungierten zu PA’

mit v, E, 0, V' kommutieren.

?, P lassen sich so widhlen, daB sie

(2) E bettet die Kategorie Alg(A,K') der "P-topologischen A-Algebren”
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voll und bireflexiv in die Kategorie P der "P-prétopologischen A-
Algebren" ein.
(3) Es sind Aquivalent:
(i) V hat einen Linksadjungierten F.
(ii) ¥ hat einen Linksadjungierten ¥,
(iii) V' hat einen Linksadjungierten F'.
Gilt eine dieser Aussagen, so sind V, V, V' monadisch, und F, %, F'
lassen sich so wihlen, daB sie mit den drei Top-Kategorien P, %, PA

kommutieren,

(4) K habe fiir E< K, E abgeschlossen gegen $-Potenzen, (monomorphe ) E-
-1
Bilder. Dann gilt mit den Abkiirzungen M = UK(E), MP = P (M),

-1 e ge=Tep .
MA’P =V (MP),EA’P =V (P (E)):

(a) Alg(A,K") hat(monomorphe)EA’P—Bilder mit
-1 .
= M i 1g(A K'Y = V' (M Init (K')).
UAlg(A,K')(EA,P) ”A,P"InltPA(A g(AK") Mo P
(b) A1g(A,K") hat M, P—Cobilder, die im Falle E ¢ Epi(K) epimorph sind;
’

) =E, _n FinP (A1g(A,K")).
A

i M
es ist Qi (p )My p) = Eap
Speziell hat mit K auch Mlg(A,K') reguldre Bilder, sofern auBerdem

K Kernpaare oder V einen Linksadjungierten hat.

Alg(AK")

A1g(A,K) — s K

Die Beweise zu (1) - (3) verlsufen kanonisch oder folgen unmittelbar

aus dem Vorangehenden. Zu (4) vergleiche man (8.5), (9.7) und

(13.5)(7),(8).
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In (14,5) wurde darauf verzichtet, Aussagen iiber die Liftung von Limi-
tes und Colimites sowie Kleinheitsaussagen zu formulieren. Sie ergeben
sich in evidenter Weise aus (13.5) und (2.9). AuBerdem wurde auf die
Formulierung von Aussagen iiber die Existenz von Bildzerlegungen in P
verzchtet,

Wir wollen nun unsere berlegungen auf reflexive Unterkategorien von K'

und Alg(A,K) ausdehnen, Dazu zeigt man zundchst allgemein:

(14.6) PROPOSITION: K1 habe fiir M.I( K1 epimorphe M1—Cobi1der und sei

o .

QK1(M1)—cok1e1n. AuBerdem habe K, Produkte, und der Funktor G: Ky —

Ko sei Produkt-stetig. Ist nun Ké( Ko eine volle, Iso-abgeschlossene,

QKO(G(M.I))-reflexive Unterkategorie, so ist K; i= G-1(K8) c K1 voll, Iso-

abgeschlossen und Qz (M1)-ref1exiv. Hat auBerdem G einen Linksadjungier-
1

ten, so auch die Einschrinkung G' : K} —>K' .
[}

Die erste der beiden Aussagen beweist man mit Hilfe von (6.3) und (6.4),

Die zweite folgt dann aus (6.8) und (8.6).

(34,7) KOROLLAR: A: S —> A sei eine algebraische Theorie (zu 8).

K babe fiir MCK epimorphe M—Cobilder und Produkte und sei QE(M)-coklein.

o R

QK(M) sel abgeschlossen gegen $-Potenzen. Ist nun I: K'“——>3 K eine

volle, Iso-abgeschlossene, Q;(M)—reflexive Unterkategorie, so ist I, =

Mg(A,T): Alg(A,K') — Alg(A,K) eine Einbettung ais volle, Iso-abge-
-1 .

schlossene, V (Qz(M))—reflex:Lve Unterkategorie, V: Alg(A,K) —> K,

Hat V einen Linksadjungierten, so auch V': Alg(A,K') —>K!

3 im Falle

M cMono(K) sind dann Alg(A,K)c [A,k] und Alg(A,K') ¢ [A,K'J reflexiv.

Der Beweis folgt aus (13.5) und (14.6).
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Die Uberlegungen aus §10 legen den Wunsch nahe, die Existenz freier
Algebren auch fiir deren reflexive (und auch coreflexive) Unterkategorien

lings Top-Kategorien zu liften. Dazu notiert man das

(14.8) KOROLLAR: P: K' —>K sei eine Top-Kategorie und L CK eine

X-reflexive bzw. X-coreflexive Unterkategorie (nicht notwendig voll),
wobei X< K eine Teilklasse ist. Dann ist L' := P_1(L)cK‘ eine
(P—1(X) - FinP(K' ) Jreflexive bzw. (P_1(X) A InitP(K' ))-coreflexive Unter-

kategorie, und die Einschrénkung L' —> L von P ist eine Top—Kategorie.

Zum Beweis verwendet man (14,3) bzw, sein Duales. {Man vergleiche (14,8)
auch mit (14.6)1)
Wir fassen abschlieBend die vorangehenden Aussagen zusammen, ohne dabei

die volle Allgemeinheit beizubehalten.

vll Kll -

t Al
M S>MgAK") ———M—— In<°
[ Pb, J: I, Pb, [1 51
A
(1h,9.1) L' SA1g(AK") —v,——>K' = Kn

Q l Pb, l P, Pl
L c———— megla k) —————K

(14.9) THEOREM: A : § —> A sei eine algebraische Theorie (zu $) und
P: K' —>K eine. Top—Kategorie. K habe Produkte und V: Alg(A,K) —>
K einen Linksadjungierten. K"c K' sei eine Unterkategorie, derart daB
eine Folge K" = KO( K1 C...C Kn =K' von vollen, Iso-abgeschlossenen
Unterkategrien und eine Folge Eibc Epi(Ki) existiert, so daB Ki_1c Ki
Ei—reflexiv ist, Ki ‘ Ei—Bilder hat sowie Ei—coklein ist und Ei abge-
schlossen gegen $-Potenzen ist, i=1,...,nelN., L ¢ Alg(A,K) sei eine

volle, Iso-sbgeschlossene, leg(A K)(Mono(Alg(A,K)))—reflexive Unter-
»
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kategorie. Dann gilt fiir die Kategorien und Funktoren in (14.9,1):

(1) Alle beteiligten Kategorien haben Produkte. V, V' und V" sind mo-
nadisch. P, und Q sind Top-Kategorien. L — Alg(A,K) und L' —>
Alg(A K') sind Ext-Epi-reflexiv, L"<— A1g(A,K") ist E"-reflexiv

. -
mit E" := y" (E1n K"). Alg(A,K") —> A1g(A,K') und L"c—3 [

sind reflexiv. (Alle Unterkategorien sind voll und Iso-abgeschlossen, )

(2

~—

Ist K (D-)vollsténdig oder Mono-klein oder hat K eine Generatoren-
menge, So éilt dies auch fiir alle {ibrigen Kategorien. Existiert in
K eine Teilklasse E CEpi(K), derart daR E abgeschlossen gegen $-
Potenzen ist und K E-Bilder hat und E-coklein ist, so gilt dies
auch fiir alle anderen Kategorien; sind die in K existierenden E-
Bilder monomorph, so existieren auBerdem iberall Coegalisatoren, so
daB denn mit K auch alle iibrigen Kategorien (D-)covollstandig sind.
(3) 8ind in K regulare Epimorphismen abgeschlossen gegen §-Potenzen, so

haben mit K auch K', Alg(A,K), Alg(A,K'), L und L' reguldre Bilder.

Beweis: (1) Nach (13.5), (1k.5) und (14,7) (sukzessive anzuwenden) sind

V, V' und V" monadisch, und I, hat einen Linksadjungierten. Nach (14.8)

und (3,9) ist Q Top—Kategori ' 1 QS

p—Kategorie und L'c Alg(A,K') QAlg(A,K')(MonO(Alg(A'K')))‘

reflexiv. Nach (13.5) und (8.6) hat Alg(a K") V"_1(E1nK")—Bilder, so

a o o =-1,..0 "

ad wegen QAlg(A’K,)(Mono(Alg(A,K')))c QAlg(A’K,)(IA(V" (UK1(E1)n K")))
nach (14,6) L"c Alg(A,K") V"_1(E1n K")-reflexiv ist und L" — L'
einen Linksadjungierten hat,

In ebenso naheliegender Weise folgert man (2) und (3) aus dem Voran-

gehenden,

(14,10) BEMERKUNGEN :

(1) (14.9) zeigt, daB die Uberlegungen aus [16] nicht an die Kategorie
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Me gebunden sind, wenn auch K = Me der wichtigste Anwendungsfall ist.
Wegen des erhdhten "Formulierungsaufwandes" wurde hier darauf ver-
zichtet, wie Ertel "Algebrenkategorien mit Stetigkeit in gewissen
Variablenfamilien" zu betrachten, obwohl dadurch keine neuen, prin-
zipiellen Schwierigkeiten auftreten;

(2

~—

Bei Anwendungen ist es meistens nicht ndtig, K"<¢ K' in (14.9) in

geeigneter Weise "auszuschdpfen", weil bereits eine passende Epi-

reflexion vorliegt. Comp ¢ Top ist allerdings ein wichtiges Gegen-

beispiel, das jedoch auch mit (15.10) behandelt werden kann,

(3) In Verbindung mit (10.7) liefert (14.9) im wesentlichen die wichtig-
sten Resultate aus [79].

(4) Die Einbeziehung coreflexiver Unterkategorien von K' ist fiir die

Anwendungen nicht so wichtig, weil meistens wieder Top-Kategorien

tiber K vorliegen (vgl. [15], [62]). Im tbrigen gilt (15.8).

Beispiele zu (1L4,9) ergeben sich durch Auswahl beliebiger algebraischer
Theorien und Top-Kategorien sowie deren Epi-reflexiver Unterkategorien.
Zur Illustration formulieren wir einige wenige Aussagen, die aus (1L.9)
folgen:

Zu jedem topologischen (Hausdorff'schen; vollsténdig reguldren; kompakten;
kompakt erzeugten; u.s.w.) Raum existiert eine freie topologische (Haus-
dorff'sche;...) Gruppe; ebenso fiir Monoide, Ringe, Loops u.s.w.

In dem folgenden Diagramm besitzen alle Inklusionen einen Reflektor:
torsionsfreie, kompakte, kompakte Kompakte

kompekte, ab. <> abelsche ——— Gruppen — > Monoide
Gruppen Gruppen

¢ S [ )

torsionsfreie, topologische, : .
topologische topologische
topol., ab. <« abelsche < Gruppen [ Monoide
Gruppen Gruppen
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15, Allgemeiner Liftungssatz fiir freie Algebren

Neben Top-Kategorien und deren reflexive Unterkategorien gibt es viele
weitere Kategorien, iiber denen die Betrachtung algebraischer Objekte
eines festen Typs fiir den Mathematiker von Interesse ist. Wir beweisen
daher hier einen Liftungssatz fiir freie Algebren, der neben den Beispie-
len aus §1b4 auch die folgenden Kategorien einbezieht: Halbgeordnete Men-
gen, geordnete Mengen, vollsténdige Verbénde, halbmetrische Raume, die
Kategorie Mm (8(6,11)) u.a,

Grundlage des Beweises wird wieder das Adjoint Functor Theorem sein,

das man natiirlich auch direkt auf den Funktor V: Alg(A,K) —= K an-

wenden kann, Aus (6.2)(b) erhdlt man dann beispielsweise(vgl. [71]):

(15.1) PROPOSITION: Ist K vollstindig und Mono-klein und V: Alg(A,K) —>

K (A algebraische Theorie zu §) Ext-Epi-coklein, so hat V einen Links-

adjungierten.

Tatsichlich kann man mit Hilfe von (15.1) fiir Theorien mit Reng die
Existenz freier Algebren fiir zahlreiche konkrete Kategorien nachweisen,
‘hat jedoch jedesmal eine Cokleinheitsbedingung fiir V nachzupriifen (vgl.
[71]). Der jetzt zu behandelnde Liftungssatz hat dagegen den Vorteil, daB
keine- relativen Cokleinheitsbedingungen gestellt werden (es werden ledig-
lich Bedingungen fiir die Basiskategorien formuliert) und daf keine Rang-

beschrinkung vorliegt.

Wir fixieren weiterhin eine Teilklasse $ von Kardinalzahlen mit 1€ S,

(15,2) DEFINITION: Der Funktor D: K —> K' heiBt fiir eine Teilklasse
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E'c K* (E',8)-potenzvertriglich, wenn gilt: Ist fiir ne § und Ye ObK
P s n q:!L . .

(¥ 2 >Y, ien) bzw. (D(Y)® —=>D(Y) , ien) eine n-fache Po-

tenz von Y bzw. D(Y) und k': D{Y®) —> D(Y)" der durch qi k' = D(Pi)

bestimmte "Vergleichsmorphismus”, so ist k'e E',

(15.3) BEMERKUNG: Fiir eine Teilklasse M'¢ K' ist D  (Q%,(M'),8)-potenz—

vertraglich, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) D erhalt $-Potenzen,

(b) D hat einen Rechtsadjungierten P, so da8 fiir alle ne § und Y € 0bK
n(1)®: ¥ — > P(D(Y)") in Q3(M') ist (n Adjunktionseinheit).

(c) D ist der Reflektor einer fiir Mc K mit M'c MaK' wvollen, QE(M)-
reflexiven Unterkategorie K'< K, wobei QE(M) abgeschlossen gegen
$-Potenzen sei,

(d4) D ist voll (und treu) und hat einen Rechtsadjungierten, der Retraktionen

(Isomorphismen) in QE,(M')—Morphismen reflektiert.

Beweis: (a) ist trivial und fiir (b) - (d) benutzt man das Diagramm

P(D(Y)?)
n(Y)n P(k')
o o]y
— P(D(Y)) '
n(Y®) Plaj)
Pi J/ P(D(Pi)) l
Y 53] P(D(Y))

k'e QK,(M‘) folgt dann im Falle (b) aus (3.3)(3). (c) folgt wie (b).
Ist D voll, so ist mit n(Y) auch n(‘Y)n und deshalb auch P(k') eine

Retraktion,

Wir fixieren fiir das folgende die algebraische Theorie A: S —> A sowie
den Funktor P: K' — K. K besitze stets §-Potenzen, und P erzeuge sie

identitiv.
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(15.4) LEMMA: P habe fiir M'c K' einen (Q,‘z,(M'),s)—potenzvertraglichen
Linksadjungierten. Ist dann Q,?,(M') abgeschlossen gegen $-Potenzen, so

: o .

auch QP(M')’ d.h. mit e: Y —>P(Y') ist auch e —)P(Y'n), ne 8§, in
ap(H).

Den Beweis entnimmt man leicht aus dem folgenden Diagramm:

p(D(¥%)) P(k') > P(D(Y)")

() ,n
1”///() N o S \\\;;J%
PO, Plap)

r; P(D(Y)) P(p})
n(x) “\\\\\2EQ\$
e -

Y 3> p(Y')

(15.5) PROPOSITION: Fiir M'c K' habe K' epimorphe M'-Cobilder und P

. o
einen (QK,(M'),S)—potenzvertriglichen Linksadjungierten, Es sei M'cC

. o
In1tP(K') und QK,(M') abgeschlossen gegen $-Potenzen., In dem kommutati-
ven Diagramm

Alg(aK') —L sk
P, = Alg(A,P) l P
Mg(a,K) —— K
habe V fiir M, ¢ Alg(A,K) mit PA(V'—1(M'))<MAC v~ (Mono(K)) epimorphe M, -

Cobilder. Dann hat V' epimorphe V' '(M')=Cobilder.

In einzelnen gilt: Ist £1: X' —>V'(R') in K', so gibt es ein d: P(X')
—V(J) in Q;(MA), einen MA—Morphismus d: J —>PeJ', ger punktweise

zu QE(M') gehért, ein e': X' —> V'(J') in Qg,(V'q(M')) und ein

=127 - § 15

H': J' —>H' in v'“1(M'), so da £' =V'(u') e' und Ple') = V(8) d
gilt und die folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

- 1 . 1 1. ) | 1 LI
Zu d_: P(X') ——>v(Jo), 60. J, —>P J}, els X' —>V (Jo) und s
J(') —> H' mit den entsprechenden Eigenschaften gibt es eindeutig be-
stimmte Isomorphismen 1: J —>Jo, 1t J' —)J(‘) mit V(1) d =4

o?

(Po1') 6=6°1, vi(1') e =e(') und u(') 1=y,

v(s) > V(Ped')

V(Po1')| \ V(Pou')

P(r') Ly y(PeH')=P(V'(H'))

-7

v(J)
v(1)

e')

i
P(e(')) E V(Pau('))

S V(PoJ')
o o
V(Go)

Beweis: Zu f': X' —> V'(H') gibt es de Q;(MA) und p: J —> PeH' in MA
. 1 .

mit P(£') = V() 4, und zu u gibt es d € Q,;(M') und m!: X} —>H(A') in

n

M' mit u(a') = P(m}) 4, (vgl. (4.7)). Durch J(a") = x;“, s(a™) := d,

1
und p'(A") := m;n fiir alle ne $§ werden dann unter Benutzung von (15.4)
mit Hilfe des folgenden Diagramms ein J'e Ob(Alg(A,K')) sowie 6: J —>

PoJ' wnd W': J' —>H' definiert (w €A(A®,A")):

f n
J(a™) ¢n)> p(g1(at)) BUUADL piyeany)
J(w) l P(J'(w))l lP(H'(w))

aah) > p(a(a")) ———p'(a")

sa") P(u'(a"))
Es gilt u = (Pep') &8, und wegen MAL V_1(Mono(K))( Initv(Alg(A,K)) ist nach
(3.11) MA = Us(q';;(MA) und somit nach (3.2)(2) &€ MA' Nach Definition ist

wev ), wegen M! CInitP(K") ist u' sogar punktweise in M' (s.(3.2)(5)).

Ebenfalls wegen M'c fnitP(K') gibt es ein e': X' —> V*(J') mit Ple') =
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1 1 -
=68(A') 4 und u'(A') e' = f£', Mit Hilfe der Inklusion P, (V! VM) e
MA weist man leicht e'¢ Q,s,(v'—1(M')) nach, Zur universellen Eigen-
schaft ist jetzt lediglich noch zu bemerken, da@ p := (Peut) 6 in M

o o' "o

A
ist, woraus sich die Existenz von 1 und dann auch von ' ergibt,

(15.6) KOROLLAR: P sei treu, Ist dann unter den Voraussetzungen von
o .
(15.5) v Q,V(MA)-cokleln und K' Q?,(M')—coklein, 8o ist V'

Q.s.(v'-1(M'))-coklein.

Beweis (analog zu (7.8)): Ist der Morphismus e': X' —> V'(J') in
Q.s.(v'_1(M')). 80 kann man in der nach (15.5) existierenden Zerlegung
P(e') = V(8) 4 den Morphismus d: P(X') —> V(J) so wihlen, daB er in
einem festen Vertretersystem nicht-isomorpher Qs( MA)—Morphismen mit
Bereich X' liegt. Wihlt man weiter fiir jedes Je Ob(Alg(A,K) ein Ver-
tretersystem der Q;(M' )-Morphismen mit Bereich J(A1) aus (vgl. (5.3)(2)),
so erhélt man durch Betrachtung der (wegen P treu) injektiven Zuordnung
(e, d') — ((d,J),(G(A1),J'(A1))) (wobei der Querstrich den {bergang

zunzugehdrigen Vertreter bezeichnet) leicht die Behauptung.

(15.7) THEOREM: P: K' —>K sei ein treuer Funktor, der fiir M' ¢
Mono(K')r\InitP(K') einen (QE,(M'),$)—potenzvertraglichen Linksad—
Jungierten habe. K habe fiir Mc Mono(K) epimorphe M-Cobilder und sei
Qz(M) —coklein. K' habe Produkte und epimorphe M'-Cobilder und sei

Qg (M')-coklein. Weiter gelte P(M')c M, und Qg(M) in K und Qg (M) in
K' seien abgeschlossen gegen $-Potenzen. Hat dann V: Alg(A,K) —> K
einen Linksadjungierten, so auch V': Alg(A,K') —> K' und Alg(A,P):

A1g(A,K') —> Alg(A,K). AuBerdem sind Alg(A,K) < [A,K] wna Alg(A,K')c

[A,K'] volle, reflexive Unterkategorien, sofern auch K Produkte hat.
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Beweis: Weil QE(M) abgeschlossen gegen $-Potenzen ist, hat Alg(A,K) mit
MA = V-1(M) epimorphe MA-Cobilder. Nach (4,7) und (5.3)(2) hat V dann
epimorphe MA—Cobilder und ist Qs(MA)-coklein. Wegen P(M') ¢ M ¢ Mono(K)
gilt PA(V_1(M'))CMACV_1(Mono(K)), so daB (15.5) und (15)(6) anwendbar
sind. Damit hat V' nach (6.1) einen Linksadjungierten. Die beiden Re-
flexionen ergeben sich nach (13.5), und den Linksadjungierten zu Py

konstruiert man entweder mit Hilfe des Reflektors zu Alg(A,K')¢ E\,K']

oder wendet(6.8) an.

Als Folgerung ergibt sich unter Beachtung von (15.3)(d), (3.9) und (5.2):

(15.8) KOROLLAR: K€K' sei eine volle, Epi-coreflexive Unterkategorie
der vollstédndigen, Mono-kleinen und Epi-cokleinen Kategorie K'. Epi(K')
und Epi(K) seien abgeschlossen gegen $-Potenzen. Hat dann V: Alg(A,K)——>
K einen Linksadjungierten, so auch V': Alg(A,K') — K', und Alg(A,K) ¢

[A,K] , Alg(AK')c [A,K'] sind reflexiv.

Aus (15.7) erhdlt man wegen (15.3)(c) auBerdem einen weiteren Beweis fiir
eine geringfiligig abgeschwiichte Version von (14.7).

(15.9) BEMERKUNG: Zum Beweis der Existenz freier Algebren bei beliebiger

Basiskategorie kenn man natiirlich auch anders vorgehen, indem man ném-

lich zuerst einen Reflektor zu Alg(A,K) ¢ [A,K] konstruiert und dann

(13.5)(12) anwendet. Nach Freyd-Kelly[20] erhélt man fir Theorien mit Rang
einen solchen Reflektor, wenn K eine vollsténdige und covollsténdige

Kategorie ist, die fir ein M< Mono(K) epimorphe M-Cobilder und einen

(bzgl. der M-Cobilder)"beschrinkten Generator" hat und QE(M)-—coklein

ist. Wischnewsky [78] hat ergé.nzénd gezeigt, daf mit K auch jede Top-—

Kategorie iiber K die Voraussetzungen dieses Kriteriums erfiillt.
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Das Kriterium von Freyd - Kelly bezieht insbesondere als Basiskategorien
die lokal présentierbaren Kategorien von Gabriel - Ulmer [21] und somit
die Kategorien Alg(A,Me), A algebraische Theorie mit Rang, ein. Fiir die
Betrachtung algebraischer Objekte iiber algebraischen Kategorien verwen-

det man jedoch kanonischer das Tensorprodukt (12.11):

(15.10) PROPOSITION: A und B seien algebraische Theorien zu §, $ regulér.

K habe Produkte und fiir E c Epi(K), E abgeschlossen gegen $-Potenzen,
monomorphe E-Bilder und sei E-coklein, Dann sind alle fiinf VergiBfunkto-
ren in dem folgenden Diagramm monadisch, sofern K freie Algebren (zu §)

besitzt:

Alg(A,A1g(B,K)) —————— > A1g(B K)

—

Mg(A,K) - K

Beweis: Offenbar ist Alg({A,Alg(B,K)) kanonisch isomorph zur Kategorie
Algbi(A,B;K), die ihrerseite nach (13.3) kanonisch isomorph zur Katego-
rie Alg(A o B,K) ist. Bis auf Isomorphie sind Alg(A,Alg(B,K)) ——>
A1g(A,K) und Alg(A,Alg(B,K)) —> Alg(B,K) die durch die Theoriemor-
phismen A—> A e B und B—— A @ B aus (12,12)(3) induzierten

algebraischen Funktoren. Damit folgt alles aus (13.6).

Es ist eine offene Frage, ob (15.10) auch im Falle § = K giiltig bleibt.
Sie 188t sich sicher dann positiv beantworten, wenn die Konstruktion
(12.11) des Tensorprodukts algebraischer Theorien auch fiir § = K zu-
lassig bleibt. Manes [SQ] hat fiir den Fall, daB A oder B die durch

Comp —> Me induzierte algebraische Theorie ist (die keinen Rang hat),

das Problem positiv geldst.

- 131 - A

ANHANG: Bilder und Colimites in Cat

Die (Meta-)Kategorie Cat aller Kategorien ist ein besonders interessan-
tes Beispiel fiir die Untersuchung von Bildzerlegungen. Auf sehr einfache
Weise erhdlt man allein vier verschiedene Zerlegungen, wobei nur in
einem Fall eine Epi-Mono-Zerlegung vorliegt.

Die fiir den Mathematiker verbliiffende, erste Erkenntnis beim Umgang mit
Kategorien ist die, daB das mengentheoretische Bild F{K) eines Funktors
F: k —>K' im allgemeineukeine’Unterkategorie von K' ist. Das zeigt
etwa schon der VergiSfunktor Gtp —>Me oder einfacher das folgende

Beispiel 1:
b i
: x| ¢
F o yx (yx = F(v)F(u) ¢ F(K})
. P—_______,_—+ Yy
N -
Ist F(K) eine Unterkategorie von K', so heiBt F Funktor mit Bild (vgl.
[60]). F heiBt erzeugend, wenn K' bereits die von F(K) erzeugte Unter-

kategorie ist, d.h. wenn jedes f'e K' eine Darstellung

n

£' = T F(£,) ,ned,
: i
i=1

besitzt. F heiBt kanonisch erzeugend, wenn zusétzlich gilt: Fiir jeden
Funktor G: K —>K" mit der Eigenschaft, daB aus F(f) = F(g) stets

() = G(g) folgt, gilt: Aus

m )
g(£.) = T Glg, .
1 Y =t &

W

m
F(£.) = N F(g.) folgt stets
1Y = Y

"=

1 1

Offenbar ist F aus Beispiel 1 kanonisch erzeugend.

(A.1) PROPOSITION: F: K —>K' sei ein Funktor. Dann gilt:



- 132 -

(1) F ist genau dann surjektiv, wenn F erzeugend ist und ein Bild hat.
Ist F erzeugend, so auch surjektiv auf den Objekten.

(2) F ist genau dann erzeugend, wenn F ein extremer Epimorphismus in
Cat ist,

(3) F ist gehau dann kanonisch erzeugend, wenn F ein regulérer Epimor-

phismus in Cat ist,

Ein guf den Objekten surjektiver Funktor ist natiirlich im allgemeinen
nicht erzeugend, Ein erzeugender Funktor ist im allgemeinen weder sur-
jektiv, wie Beispiel 1 zeigt, noch kanonisch erzeugend, wie das folgende

Beispiel zeigt (vgl. [32]):

lu P——£——> x (::} (xx = x)

(A.2) KOROLLAR: Cat hat keine reguldren Bilder, und regulire Epimorphis-

Beispiel 2:

men sind i.a. keine universellen Epimorphismen in Cat.
Hatte Cat némlich reguldre Bilder, so wire Reg-Epi(Cat) = Ext-Epi(Cat)

im Widerspruch zu Beispiel 2. Ware Reg-Epi(Cat)c Surj(Cat), so hatte

Cat nach (9.1) (und (A.7)) reguldre Bilder.

(A.3) PROPOSITION: Fiir folgende Funktorklassen E besitzt Cat E-Bilder:

E
UarlE)
(1) bijektiv auf Objekten und voll treu
(d.h. surjektiver Clone)
(2} erzeugend Einbettung (d.h. injektiv)
(3) bijektiv auf Objekten (d.h.Clone) treu und voll

(L) surjektiv auf Objekten volle Einbettung

- 133 - A

Bei (2) faktorisiert man F: K ——>K' {iber die von F(K) in K' erzeugte
Unterkategorie, und (3) ist die Faktorisierung iiber das sog. "volle Bild".

(1) und (4) ergeben sich durch Hintereinanderausfilhrung von (2) und (3).

Die Liste in (A,3) ist sicherlich nicht vollstadndig., In ihr fehlt bei-
spielsweise die nach (5.2) (zumindest fiir kleine Kategorien existierende)
Epi-(Ext-Mono)-Zerlegung, zu deren exﬁliziter Konstruktion vermutlich

ein intensives Studium von Epi(Cat) notwendig ist (vgl. hierzu einige
Arbeiten von Isbell und Mitchell).

Auffallend ist ferner, da8 unter E nicht die surjektiven Funktoren er-
scheinen. Grund: Die Klasse der surjektiven Funktoren ist nicht abge-
schlossen unter der Isbell-Korrespondenz, denn die zu den Surjektionen
gehdrigen Unterobjekte sind gerade die Einbettungen und die dazu gehdéri-
gen Quotienten die erzeugenden Funktoren., Dennoch spielen die surjektiven

Funktoren eine wichtige Rolle in Caf:

(A.4) PROPOSITION: Die universellen Epimorphismen in Cat sind gerade

die surjektiven Funktoren,

Beweis: Ist F: K —> K' ein universeller Epimorphismus in Caf und f'e
K', so sei G: Ri= {+ =—>.} ——>K' der Funktor mit G(x) = £',
Tiir ein Pullback (8,%) zu (F,G) ist nach Voraussetzung ¥ epimorph. Die
Surjektivitét von F folgt nun dadurch, daB man sich klarmacht, daB

Epimorphismen in Cat mit Cobereich 2 surjektive Funktoren sind,

In Cat ergibt sich nun folgende Inklusionskette fiir die im allgemeinen

in Kategorien wichtigsten Epimorphismenklassen:
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Surj(Cat)
Retr(Cat) / \ QO(Mono(Ca.t)) = Ext-Epi(Cat) <> Epi(Cat)

Co-Egal(Cat) = Reg-Epi(Cat)

Dabei sind alle auftretenden Inklusionen echt; Surj(Cat) und Reg-Epi(Cat)

sind nach Beispiel 1 und 2 nicht(vermdge " (") vergleichbar.

Fir die Konsf.ru.kt_ion von Colimites in Cat ist wegen der trivialen Kon-
struktion von Coprodukten nur die Konastruktion von Coegalisatoren von
Interesse. In der Literatur (vgl. [55], [65]) finden sich Beweige, die
aber wegen Uniibersichtlichkeit oder Verwendung unnétig vieler Hilfsmit-
tel sehr unanschaulich bleiben und dsher zur LSsung des Problems, fiir
zwel vorgegebene Funktoren mdglichst einfach, konkret und effektiv
einen Coegalisator zu konstruieren, weniger hilfreich sind,

Der Grund fiir die Schwierigkeit, Coegalisatoren in Cat zu konstruieren,
liegt darin, da8 eine strukturvertradgliche Aquivalenzrelation auf einer
Kategorie i,a. noch nicht die Bildung einer Quotientenkategorie gestattet,
und das wiederum hdngt unmittelbar damit zusammen, daB nicht jeder Funk-

tor ein Bild hat.

Man nemnt eine Aquivalenzrelation v auf einer Kategorie K kompatibel,
wenn aus u v v stets Ber(u) v Ber(v), Cob(u) ~ Cob(v) und aus u v,
vV v, stets wv, v uyv, (falls definiert) folgt. " heifit normal,
wenn man ein Vertretersystem der n-Aquivalenzklassen K/ o, derart zu einer
Kategorie machen kann, da die kanonische Projektion P: K —> K/m ein
Funktor ist (vgl. [60] ). Natiirlich folgt aus "mormal" "kompatibel", aber
nicht umgekehrt. v ist genau dann normal, wenn v die durch einen Funktor

F: K —>K' mit Bild induzierte Kquivalenzrelation ist. Kompatible

Kquivalenzrelationen sind durchschnittsstabil, nicht aber normale.
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In Kategorienbiichern wird die Unterscheidung zwischen kompatibel und
normal meistens dadurch umgangen, daB man von vornherein nur objekttreue
Relationen R <K x K betrachtet: Aus (A,B) € R folgt schon A = B fir
alle A, Be ObK. Fiir objekttreue Kquivalenzrelationen ™ stimmen die
Begriffe normal und kompatibel iiberein., P: K ——> K/,\' ist dann ein

Clone, Wir notieren jetzt zundchst das triviale

(A.5) LEMMA: Uber einer objekttreuen Relation in einer Kategorie liegt
stets eine kleinste kompatible Aquivalenzrelation. Diese ist wieder

objekttreu und somit normal.

Ist R die vorgegebene Relation, so ist die kompatible Hiille einfach die
kleinste, iiber

R = {(xry,xsy): x, yeK , (r,s) €R, xry und xsy sind definiert}
liegende Kquivalenzrelation.
In §$12 haben wir eine etwas allgemeinere Version von (A.5) benutzt:
Ist £ eine durchschnittsstabile Eigenschaft fiir Relationen auf einer
Kategorie K und gibt es mindestens eine objekttreue, kompatible Aqui-
valenzrelation auf K mit der Eigenschaft ¥, so gibt es eine kleinste
kompatible Aquivalenzrelation auf K mit der Eigenschaft€ . Diese ist

objekttreu und normal.

Aus (A.5) folgt sofort das

(A.6) LEMMA: Sind K, und K, Kategorien und ist ¢: K, —>K, ein Mor-
phismus der zugrundeliegenden (grihteten) Graphen, so gibt es einen
Funktor P: K1 —>Kp mit den Eigenschaften:

(1) Ped & K ——)K¢‘ist ein Funktor.
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2) Fir j :
(2) Fir jeden Funktor F: K1 —>K2 y 'derart dad Fed: Ko ~—>K2 ein

Funktor ist, gibt es genau einen Funktor F: K¢ ——)Kz mit PeF = F

((1) und (2) orduen sich (6.5) unter,)

Beweis: Man betrachtet i i =
rachtet auf K1 dje Relation R1 = {(¢(gof°),¢(go) ¢(fo)) :

£ g €K, g,f, definiert} und wendet (A.5) en.

Die Kategorie der kleinen (gerichteten) Graphen 148t sich als Funktor-
kategorie E‘:t‘.} ,M?.] darstellen. In ihr werden also Coegalisatoren
wie iiblich "punktweise" konstruiert. Diese Konstruktion fiihrt men fiir

grole Graphen v3llig analog durch. Darsus folgt dann mit (A.5) und (A.6):
(A.7) THEOREM: In der Kategorie Cat existieren Coegalisatoren.

Beweis - ', . .
eweis: Zu F, F': Ko —> K1 konstruiert man zunéchst den Coegalisator
Y: K1 —G der zugrundeliegenden Graphenmorphismen, sodann die Ein-
bettung 1: 6 ——> FG in die freie, von G erzeugte Kategorie und schlieB-
1 . .. ..

ich den Funktor P: FG —_— Kl-y aus (A.6). Man priift trivial nach,

daB der Funktor P-1-Y Coegalisator zu F, F' ist.
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